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0d Wydawcy

W matematyce nie ma drogi
specjalnej dla krolow.

Euklides

0d Wydawcy

Podrecznik Matematyka 2. Zakres rozszerzony jest przeznaczony dla uczniow liceum ogol-
noksztalcacego. Jest on czgscig pakietu edukacyjnego, w ktérego sktad wchodza: program
nauczania, zbior zadan, przewodnik metodyczny dla nauczyciela, scenariusze lekcji, testy,
stereogramy oraz filmy edukacyjne. Wszystkie te pozycje sa ze soba §cile zintegrowane i po-
zwalaja na pelne wykorzystanie nowoczesnych metod dydaktycznych w nauczaniu matema-
tyki.

Tom drugi podrecznika zawiera siedem rozdzialéow: , Tréjmian kwadratowy”, ,,Wielo-
miany”, ,,Funkcja wymierna”, ,,Ciagi liczbowe”, ,,Zwigzki miarowe w trojkacie”, ,, Wekto-
ry”, ,Przeksztalcenia geometryczne plaszczyzny”. Dzigki przejrzystej i powtarzalnej
strukturze podrecznika przekazywana w nim wiedza jest doskonale uporzadkowana.

Liczne przyklady ulatwiaja zrozumienie omawianych temat6éw, a utrwaleniu wiadomo-
§ci stuzg zamieszczone na koncu kazdego podrozdzialu pytania i zadania, ktére swoja tre-
$cig czesto nawiazuja do sytuacji z zycia codziennego. Pytania i zadania o wysokim stopniu
trudnosci, a takze trudniejsze dowody twierdzen i przyktady oznaczono jedng gwiazdka
("), natomiast dwiema gwiazdkami (**) wyrdzniono material o bardzo wysokim stopniu
trudnosci, przeznaczony dla uczniéw szczeg6lnie zainteresowanych matematyka. Na kon-
cu ksiazki znajduja si¢ tablice, pomocne w usystematyzowaniu wiedzy, oraz spis literatury
pomocniczej 1 polecane strony internetowe.

Prosimy o nadsytanie pod adresem Wydawnictwa wszelkich uwag i sugestii. Beda one
niezwykle przydatne w pracach nad kolejnymi publikacjami. Uczniom zyczymy, aby praca
z podrecznikiem przyczynita si¢ do wielu sukcesow w nauce.



Objasnienia piktogramow i oznaczen

definicja

(] dowdd twierdzenia
0J  dowod whniosku, przykfadu lub lematu
*  zadania i przyktady o wysokim (podwyzszonym) stopniu trudnosci

*  zadania i przyktady o bardzo wysokim stopniu trudnosci



1. Posta¢ ogolna i posta¢ kanoniczna trojmianu kwadratowego

. Trojmian kwadratowy

1. Postac ogolna i posta¢ kanoniczna trojmianu kwadratowego

G

Tréjmianem kwadratowym jednej zmiennej x nazywamy wyrazenie ax” + bx + ¢, gdzie a, b
i ¢ sg danymi liczbami, przy czym a # 0.

Przyktady:
1. x*+ 5x+ 6 jest trojmianem kwadratowym zmiennej x, w ktéoryma=1,b=5,c=6.

2.—x’+ 3x+ 2 jest trojmianem kwadratowym zmiennej x, w ktoryma=—1,b=3,c= 2.

3. % x*- /3 x— ﬁ jest trojmianem kwadratowym zmiennej x, w ktorym a = %, b=-— \@,

c=— /2.

4.t—1" jest trOjmianem kwadratowym zmiennej ¢, w ktorym a=-1, b=1, ¢=0, bo
t—t’=(=1)’+1-t+0.

5.4-y? jest trojmianem kwadratowym zmiennej y, w ktorym a=-1, b=0, c=4,
bod—y’=(-1)y*+0 -y+4.

Posta¢ ax*+ bx + ¢ trojmianu kwadratowego zmiennej x nazywac bedziemy postacia
ogélna, a wystepujace w nim liczby a, b i ¢ — wspélczynnikami. Zatem w przyktadach 1, 2, 3
zostaly podane trojmiany kwadratowe w postaci ogolnej, za§ w przykiadach 4 i 5 — nie.
Oczywiscie na 0got rozwazaé bedziemy trojmiany kwadratowe jednej zmiennej rzeczywi-
stej o wspoOlczynnikach rzeczywistych.

Powr6émy do naszego tréjmianu w postaci ogolnej: ax’+ bx + c. Wylaczajac w nim
wspolczynnik a przed nawias, otrzymamy:

ax2+bx+c:a<x2+gx+%>, bo a#0.

Rozpatrujgc wyrazenie x°+ Q x+& 4> Zauwazymy, ze pierwszy jego wyraz jest kwadra-

tem zmiennej x, drugi za§ mozna zapisa¢ jako podwojony iloczyn x i —zb—, czyli:
b b . . .o b b*

gXx=2x 24 Dodajac do omawianego wyrazenia el i ( 17 >, otrzymamy:

b . c. b, b c b
X'+ TR x+2x2a+42 iy
b . ¢ b>  dac—-b*_ b*-4dac
_>’Zasa 40>~ 4d® 4a®

2
Poniewaz x>+2-x- §b—+—b—=<x+
a  4q*

stad ostatecznie:

2 2
ax*+bx+c=a <x+ A) _b’—dac|_

2a 4a2

Mamy wiec rownos¢:

2
2 _ b\ _b’—dac
() ax +bx+c—a<x+ 2a> i
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. Tréjmian kwadratowy

Wystepujace w niej wyrazenie b” — 4ac nazywac bedziemy wyrdznikiem tréjmianu kwa-
dratowego ax’ + bx+ ¢, oznaczajac je symbolem A (grecka litera delta). Zatem:

Rownos¢ (x) mozemy zapisaé nastepujaco:
2
b ) A

(¥#)ax* +bx+c= a<x+2a ~ A

2
Postac a <x+ %) - 4Aa trojmianu kwadratowego ax® + bx + ¢ nazywamy postacia kano-

niczng lub zasadnicza.

Przyktady:
L%+ 2v-2=(x*+ 20+ 1) = 3= (x4 1) - 3,
2
2 (x2m2x- 249V 5 _(,_3)_5
2.x —3x+1—<x 2x2 4> 4—<x 2) 1
2
CHPRY (N SN YN S I NS A VS B O |
3.—x"+x= (x 2x2+4)+4— <x 2>+4

4, -2+ 12x+4= —2(x2—6x+ 9)
1

+
5.3¢° +3/§x+——3(x + 2x+—-> 3 x2+2-x-@+l]=3

6.~ 4x7+16x+20 = —4 (x>~ 4x+4)+36 =4 (x~2) +36.

Gdy wprowadzimy oznaczenia:

__b __ A
P==2049~ "4y

rownosci (xx) mozemy nadac jeszcze prostszg postac:
2
(%) ax2+bx+c:a(x—p) +q.

Teraz widzimy, ze aby sprowadzi¢ tréjmian ax’+ bx+ ¢ do postaci kanonicznej, wy-
starczy jego wspOlczynniki a, b, ¢ podstawi¢ do wzorow: A =b*— 4ac, p= — 2009 ~ A
a nastepnie skorzystac¢ z rOwWnosci (ssx).

Sposob ten bywa dogodniejszy niz przedstawiony w przyktadach 1-6 (uzupetnianie do
kwadratu sumy lub réznicy dwoch wyrazen), gdy wspotczynniki trojmianu sg utamkami
lub liczbami niewymiernymi.

2

3
-5+

=

Przyklad 1. Sprowadz do postaci kanonicznej tréjmian %
Rozwigzanie:
Wypisujemy wspolczynniki: a =

3 1 . .

Ex b=- 5> C= ¢, Nastgpnie obliczamy:

A=b2—4ac=<—§>—4-l-l=2—2:——--81‘8=E
6 4 9



1. Postac ogolna i posta¢ kanoniczna trojmianu kwadratowego

3 73
b _2_9 __A__36__733__73
P==%4=2 7297 " 4q 4 36 4~ 748
3 3

1 otrzymujemy:

2
1 2 3 ,1_1(__9\_13
3V T2YteT 3( ‘4) 43

Przyklad 2. Przedstaw w postaci kanonicznej trojmian —,/2 x>+ %=~ f x—/6.
Rozwigzanie:

Poniewaz a = — /5 b= /— f wiec:

A=b2—4ac~[—] ( ><_ ) 3_g8/3= 3-— 32[

\\

__ b _ 2 _ﬁ
P="24 zf
A _3-32/3_.3/2-32/6
da = 16/2 32 )
Zatem:

S - f[ @] 323206

Pytania i zadania

1. Co to jest trojmian kwadratowy?

. Co to jest wyrdznik trojmianu kwadratowego?

. Przedstaw trojmian ax” + bx+ ¢ w postaci kanonicznej.

. Sprowadz nastepujace trojmiany do postaci kanoniczne;j:

a) x>+ 5x+4; b) —=3x*+12x + 20; c)4x*-16x—4;

W N

d)—4x*+x+12; e)/2x— /8x+2; f) x*+x;

g)%x%h%x—l; h)éxz—ﬁx—ﬁ; i)6x°—192x +1242.

5. Rozwiaz rOwnania:
a)x’+4x+4=1  Db)x*-6x+4=20; c)x*+2x=3;
3 1 2
d)x*-x=3; e)dx*—4x-3=5; flgx’+5x—1=2
6. Znajdz wszystkie pary (x;y) liczb calkowitych spetniajgce rownania:
a)x*+x+11=y%  b)x*+x+41=y3% c)x*=y*+2y+13.

7"". Udowodnij, ze jezeli trojmian ax” + bx + ¢ przyjmuje warto$¢ catkowita dla kazdej licz-
by calkowitej x, to liczby 2a, a + b i c sa catkowite — i na odwrot.



@Y

Or—/1

. Trdjmian kwadratowy

2. Wykres funkcji kwadratowej

Funkcje f okreslong dla wszystkich liczb rzeczywistych x wzorem f (x)=ax’+bx+c,
gdzie a, b, ¢ s3 danymi liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0, nazywamy funkcjg kwa-
dratowa.

Przyktady funkcji kwadratowych:
Lf(x)=2x% f(x)=x’+x, f(x)==3"+1 f(x)=2x"-x-1

2. Pole kwadratu jest funkcja kwadratowa diugosci boku; jesli bowiem bok kwadratu ma

diugosc x, to pole S tego kwadratu wyraza wzor S (x)=x>

3. Pole kofa jest funkcja kwadratowa dtugosci jego promienia, poniewaz pole S kota
o promieniu dlugosci r obliczamy ze wzoru S(r)= nre.

4. Droga przebyta przez ciato spadajace swobodnie w prozni jest funkcja kwadratowa
czasu spadania; wynika to ze znanego wzoru s (t) = % gt’, w ktorym s oznacza droge,
t—czas, za§ g=9,81 % — przyspieszenie ziemskie.

Rozwazmy najpierw funkcj¢ kwadratowa, ktorej wspolczynniki b i ¢ sa rOwne zeru,
a wigc funkcje postaci f(x)= ax’, gdzie x € R. Sporzadzmy jej wykres dla roznych war-
tosci a (jesli dysponujesz kalkulatorem graficznym, sporzadz wykres za pomoca kalku-
latora) — ryciny 1.11 1.2.

Ryc. 1.1. Ryc. 1.2.

Wykresem funkcji kwadratowej f (x) =ax” dla x € R, gdzie a # 0, jest krzywa zwana para-
bola. Punkt (0; 0) nazywamy wierzcholkiem paraboli, a dwie czgsci, na ktére ten punkt
dzieli parabolg, jej ramionami.

10



2. Wykres funkcji kwadratowej

Ryciny 1.11 1.2 przedstawiajg wykresy funkcji f (x ) = ax’, przy x € R, dla r6znych warto-
sci wspolezynnika a (ryc. 1.1dlaa € {% L 2}, zastyc. 1.2 dlaa € {—%, — 21— 2}).

Jak sporzadzi¢ wykres kazdej z tych funkcji, zapewne pamietasz z klasy 1. Przypomnij-
my to sobie krotko. Aby otrzyma¢ wykres funkcji f (x) = ax®, uktadamy najpierw tabelke
jej zmiennosci, obierajgc kilka liczb x i obliczajac odpowiadajace im warto$ci ax’.

Nastepnie na plaszczyznie wspolrzednych XOY zaznaczamy punkty, ktore odpowia-
daja parom <x, axz) wzigtym z tabelki. Kilka zaznaczonych w ten sposob punktow aczy-
my linig i otrzymujemy szkic wykresu funkcji
f(x)=ax’. Przyjrzyjmy si¢ temu wykresowi
i odczytajmy z niego wlasnosci funkcji Y
f(x)=ax’.

Widzimy (ryc. 1.3), ze jest on symetryczny . s
wzgledem osi OY. Nic w tym dziwnego, prze-
ciez dla dowolnego a # 0 i przeciwnych war-
toSci argumentu funkcja ta przybiera te same b "
wartosci:

f(=x)=a(~x) =ar’’=f(x),

czyli jest ona parzysta.

Dalsze wtasnoSci bedziemy odczytywad
dla dwoch przypadkéw: a > 0, a < 0.
1. Gdya > 0, to (ryc. 1.4):

— funkcja f (x) = ax® przyjmuje stale war-
tosci nieujemne: f(x)=0dla x= 0, zas Ryc. 1.3,
f(x)>0dlax#0;

—funkcja f(x)=ax’ przybiera wartosci
dowolnie duze, byleby tylko | x| byta do-
statecznie duza; méwimy wtedy, ze gdy x
dazy do plus nieskoniczonosci lub do mi-
nus nieskonczonosci, wartosci funkcji
daza do plus nieskonczonosci, co zapi-
sujemy nastepujaco:
gdy x — oo lub x — — o0, to f (x) — + oo

(Oznacza to rowniez, ze funkcja ta w zad-

nym punkcie nie osigga warto$ci najwigk-

szej. Dla x = 0 funkcja ta przyjmuje wartoS¢
najmniejsza, rowna zeru.)

— funkcja f (x) = ax” jest malejaca w prze- o X
dziale (—o0;0), rosnaca w przedziale
(O; - oo).

Ryc. 1.4.

1



I. Tréjmian kwadratowy

2. Gdya <0, to (ryc. 1.5):

- funkcja f (x)=ax’ przyjmuje stale wartosci niedodat-
nie: f (x)=0dlax=0,zas f(x)<0dlax#0;

— funkcja f (x) = ax’ przybiera wartosci dowolnie mate,
gdy tylko | x|jest dostatecznie duza; mowimy wtedy, ze
gdy x dazy do plus nieskonczonosci lub do minus nie-
skoficzonosci, wartosci funkcji dgzg do minus nieskon-

czonosci, co zapisujemy tak:

gdy x — oo lub x——o0,t0 f (x) — = oc;
(Oznacza to, ze funkcja ta w zadnym punkcie nie osigga
wartosci najmniejszej. Dla x = 0 funkcja f (x) = ax® przyj-
muje wartoS¢ najwigksza, rowna zeru.)
— funkgja f (x) = ax’ jest rosnaca w przedziale (—oo; 0),

a malejaca w przedziale (0; + o).
Wiasnosci funkgji f (x) = ax® w obu rozwazanych przypadkach przedstawiaj tabelki:

Ryc. 1.5.

f(x)=ax?,a>0

f(x)=ax? a<0

X

-0 /0 / +o0

-0 / 0 / +o0

fx)

+o0o N 0 / +o0

f(x)

-0 / 0 N\ —oo

Przyjrzyjmy si¢ raz jeszcze wykresom funkcji

f (x) = ax* dla r6znych wartosci a # 0 (ryc. 1.6).

Zauwazymy wowczas, ze im |a| jest wigksza, tym

ramiona parabol przebiegaja blizej ich wspolnej

osi symetrii, im za$ |a| jest mniejsza, tym dalej.

Inaczej mowiac, im |a|jest wigksza, tym funkcja

f(x)=ax™

— .szybciej” maleje w przedziale (—o0; 0)1,,5zyb-
ciej” rosnie w przedziale (0; + o0 ), gdy a > 0;

- ,szybciej” roSnie w przedziale (—oo; O)
i ,szybciej” maleje w przedziale (0;+ o),
gdy a < 0.

Im za$§ |a| jest mniejsza, tym funkcja
f(x)=ax™

- ,wolniej” maleje w przedziale (—oo;O)

i ,wolniej” ro$nie w przedziale (0; + o0 ), gdy a > 0;

—,wolniej” ro$nie w przedziale (—o0;0) i ,wolniej” maleje w przedziale (0;+oco),
gdya<O.
Przejdzmy teraz do omdwienia wykresu dowolnej funkcji kwadratowej. Wiemy juz, ze
funkcje kwadratowa, czyli funkcje f okreslong wzorem f (x) =ax’+bx+c (a#0), moz-
na sprowadzi¢ do postaci f(x)=a (x—p>2+ q, gdzie p=—5_, ==, zZwanej, jak pa-

mietamy, postacia kanoniczna.
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2. Wykres funkcji kwadratowej

Poréwnujac t¢ funkcje z funkcja kwadratows g (x ) = ax’, widzimy, ze aby otrzymaé wy-
kres funkcji f, wystarczy przesuna¢ rownolegle wykres funkcji g wzdtuz osi OX op (ryc. 1.7)
iwzdtuz osi OY o g (ryc. 1.8) (zobacz rozdz. V, w podre¢czniku dla klasy I).

Y
2
fy=ax® y f(x)=a(x-p)+q Q P
a>0 X
- f)=ax®
5 E a<0 gl S=(p;q)
E g
qt . z £
W=(p:q) Z 5
o P X fr)=a(x-p)+q
Ryc. 1.7. Ryc. 1.8.
Stad wyprowadzamy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie

Wykres funkcji f(x)=ax’+bx+c (a#0) powstaje z wykresu funkcji g(x)=ax’
w przesunigciu réwnolegltym, w ktorym punkt (0;0) przechodzi na punkt ( p; ), gdzie

b

P==5,q=" %. Wykres funkcji f (x) =ax*+bx+c (a#0) jestwigc parabola o wierz-

chotku W =(p; q).

Przykiad 1. Rozpatrzmy funkcje f(x) = 2¢*+ 16x+ 29.
Rozwigzanie:
Poniewaz:

20+ 16x+29 =

=2(x7+8+16)-3=
2

=2(x+4) -3, s

f(x)=2(x+4) +q

wystarczy wigc funkcje:

Flx)=2(x+4) -3 4

g(x)=2x2

porownac z funkcja:
g(x)=2x"%

Po przesunigciu wykresu funk-

cji g wzdluz osi OX o -4,

a wzdluz osi OY o -3 otrzyma-

my wykres funkcji f (ryc. 1.9). (-4;-3)

Ryc. 1.9.
13
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|. Tréjmian kwadratowy

Przyklad 2. Rozpatrzmy funkcje f (x)=— % x*+x+ %
Rozwiazanie: ,
Mamy:f(x)z—%x2+x+%:—%<x2—2x+ 1>+2=—%(x— 1) +2

Wystarczy wigc poréwnaé funkcje f(x)=— %(x— 1)2 +2 z funkcjg g(x)=- % x°.
Po przesunigciu wykresu funkceji g wzdluz osi OX o 1, a wzdtuz osi OY o 2 otrzymamy wy-
kres funkcji g (ryc. 1.10).

b B2 pey=-le-1y+2

Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja kwadratowa?

2. Podaj przykiady funkcji kwadratowych.

3. Omow wlasnosci i wykres funkeji f (x)=ax® (a#0).

4. Co jest wykresem funkeji f (x)=ax’+bx+c (a#0)?

5. Przedstaw w tabelce wlasnosci funkcji f (x)=ax’ +bx+c (a#0).

6. Sporzadz wykresy funkcji:
a)f(x)=2"+1 b)f(x)z%xz—l; C)f(x)z(x— 1)2—
d) f(x)=x"—6x+10; e) f(x)=—x’+2x-1  f)f(x)=-2"-dx+1

7. Napisz wzor funkcji kwadratowe;j, kt()rej wykres otrzymasz:
a) po przesunigciu wykresu funkcji y =x* wzdtuz osi OX o -1 i wzdluz osi OY o 3;
b) po przesunigciu wykresu funkcji y = —2 x> wzdiuz osi OX o 1 i wzdluz osi OYo -3.
8. Dla jakich wartosci a punkt P = (1;5) nalezy do wykresu funkcji f (x) =a(x+ 1) -3?
9. Czy istnieje funkcja kwadratowa, ktorej wykres przechodzi przez punkty (1;1) i (1;2)?
10. Dla jakich wartosci b i ¢ wykres funkcji f ( ) 2x* + bx + ¢ przechodzi przez punkty
P=(0;1)iQ=(1;-1)?
11. Dla jakich wartosci a, b i ¢ wykres funkeji f (x) = ax® + bx + ¢ przechodzi przez punkty
P=(0:8),0=(2;0),R=(5;3)?

14



3. Ekstremum funkcji kwadratowej oraz jej wartosci...

127 Naszkicuj wykresy funkcji okreslonych na zbiorze liczb rzeczywistych'
a) f(x)=|x*- b)f(x)z‘—xz— ¢) f(x)=|x*+2x|-3
d)f(x):2x2—4‘x|—1; e)f(x ‘x -2|x| -2} f)f(x)=<1+|x[)<2~|x|>.

13. Wykaz, ze funkcja f (x) = ax® jest rosnaca w przedziale (0; +oc ) i malejgca w przedziale
(=00:0), gdy a > 0, malejgca za$§ w przedziale (0; +o0) i rosnaca w przedziale (—oc; 0),
gdya < 0.

14. Oméw monotonicznosé funkeji f (x) =a (x —p)2 +q (a#0).

15. Wykaz, ze funkcja f (x) = 2x° - 4x jest malejaca w przedziale (—oo; 1) i rosnaca w prze-
dziale (1; +o0).

16. Dla jakich wartosci m in funkcje f (x)=(m+n)x*+x+n

)=(m—1)x*+(m+n)x— 1sa rowne?
\/17 Wyznacz wspolezynniki b i ¢ funkeji f (x)=ax® + bx + 5, wiedzac, ze dla kazdej liczby
rzeczywistej x speinia ona réwnanie f (x+ 1) —f (x) =8+ 3.

18". Wyznacz f (x+ 1), jesli dla kazdego x zachodzi rownos¢ f (x—1)=2x" - 3x + 1.

19™. Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R spelniajgce dla wszystkich liczb rzeczywistych x

rownanie 2 f (x)+f (1 -x)=x".

3. Ekstremum funkcji kwadratowej oraz jej wartosci:
najmniejsza i najwieksza w przedziale

Przygladajac si¢ wykresowi funkcji f(x)=ax® (a#0), stwierdziliémy, ze funkcja ta
przyjmuje w punkcie x = 0 warto$¢ réwna zeru i ze jest to jej wartoS¢ najmniejsza, gdy a > 0,
za$ najwigksza, gdy a < 0. Wynika to rowniez stad, ze:

ax*> 0 dla kazdego x, gdy a > 0,
ax’< 0 dla kazdego x, gdy a < 0,
przy czym ax’= 0 dla x= 0.

Poréwnujac t¢ funkcje z funkcja f(x)zax2+bx+c=a(x—p)2+q, gdzie p=- —2%,

q=- ZAa_’ otrzymujemy nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie

Jezelia > 0, to funkcja f (x) = ax’ + bx + ¢, gdzie x € R osigga w punkcie x=— —2% war-

to$¢ najmniejsza (minimum) réwn _A natomiast nie istnieje jej warto$¢ najwicksza.
i i

Jezelia <0, to funkcja f (x)=ax®+ bx+ c osigga w punkcie x=— % wartos¢ najwiek-

szg (maksimum) réwn ——A—, natomiast nie istnieje jej warto$¢ najmniejsza.
da J€]

Minimum i maksimum funkcji kwadratowej okreslamy jako ekstremum tej funkcji.
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|. Tréjmian kwadratowy

Przykiad 1. Wyznacz najmniejsza wartos¢ funkgji f (x)=2x*+x+1,gdy x€R.
Rozwigzanie:
Sprowadzmy tréjmian 2x” + x + 1 do postaci kanonicznej:

2
CRNENENETPY S-SR SRV S WY S G SRR Uy (NS U Y 4
2x+x+1—2<x +2x+2)—2<x +2 4x+16+16>—2(x+4>+8.

2
Stad f(x)=2 (x+ %) + % Widzimy zatem, ze funkcja ta przyjmuje warto§¢ najmniejsza

rowng % dla x=- %

Przyklad 2. Wyznacz najwicksza wartos¢ funkcji f (x) =—x+2x+ 1, gdy x€ R.
Rozwiazanie:

Poniewaz —x*+ 2x +1=— (xz— 2+ 1) +2=—(x— 1)2+ 2, wige f(x)=—(x~ 1)2+ 2.
Wobec tego funkcja ta osigga warto$¢ najwicksza rowng 2 w punkcie x = 1.

Przykiad 3. Wyznacz wspolczynniki a, b i ¢ funkcji kwadratowej f (x)=ax® + bx +c, jesli
wiadomo, ze dla x=— 2 przyjmuje ona warto$¢ najmniejsza rowna 4, za$ dla x = 1 przyjmu-
je wartoS¢ 13.
Rozwigzanie:
Pierwszy sposob:
7 warunkéw zadania mamy —% =-2, _ZAE =4 oraz a + b+ c=13. Rozwiazujemy za-
tem ukfad rownan:
da-b=0
b*—4dac+16a=0
a+b+c=13.
Z pierwszego rownania wyznaczamy b = 4a i podstawiajac do kolejnych rownan, otrzy-
mujemy:
16a” - dac+16a=0
Sa+c=13.
Obie strony pierwszego z tych rownan dzielimy przez 4a (a# 0) i dochodzimy do
ukfadu dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymia ic:
da-c+4=0
Sa+c=13.
Z rozwigzania tego uktadu wynika, ze a = 11 c= 8. Nastgpnie obliczamyb=4a=4"1 = 4.
Odpowiedz: a=1,b=4,c=8.
Drugi sposéb:
Skoro funkcja ta przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna 4 dla x = -2, wigc ma postac
f(x)=a(x+ 2)2+ 4. Wiemy tez, ze f (1) =13, czylia (1 + 2)2+ 4 =13, skad a = 1. Wobec
tego f(x)=(x+ 2)2+ 4=x>+4x+8,zatema=1,b=4,c=8.
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3. Ekstremum funkciji kwadratowej oraz jej wartosci...

Przyklad 4. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f (x)=—-x*—3x +10, gdy

xE<0;2>.
Rozwigzanie: )
Poniewaz —x2—3x+102—<x2+ 3x - 10):—<x2+2-%x+%—47‘9>:—<x+%> +4T49,

2

wiec funkcja f (x)=— <x+ %) + %12 przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 47? dlax=— %
Nie jest to jej warto$¢ najwigksza w podanym przedziale, gdyz ~% & (O; 2>. Wartosci naj-
mniejsza i najwigkszg tej funkcji w podanym przedziale poszukujemy wsrdd liczb
£(0)if(2). Obliczamy: f (0)= 10, f (2) = 0. Zatem najmniejsza wartoscia danej funkcji
w rozwazanym przedziale jest 0, a najwigksza 10.

Przyklad 5. Wyznacz najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkcji f(x)=2x*~x+1, gdy
xe(-1:1).

Rozwigzanie: ,

Z podanego wzoru funkgji f(x)= 2<x— %) + % wynika, ze osigga ona w punkcie
x= %wartoéé najmniejszg rOwng % Znaleziona wartoSc jest jej warto$cig najmniejsza tak-
ze w przedziale (- 1; 1), gdyz % € (- 1;1). Wartoscig najwicksza tej funkcji w przedziale
(—1;1)jest wigksza z liczb f (=1)1 f (1).

Obliczamy: f (-1)=4, f (1)=2.

Odpowiedz: Najmniejsza warto$cia danej funkcji w przedziale (— 1; 1) jest %, a najwieksza 4.
Przyklad 6. Dla jakiej wartosci x funkcja f(x)= 1 [ Pprzyjmuje wartos¢ najwick-
szg? Wyznacz t¢ wartoSc. X' —x+xy
Rozwigzanie: 2

Poniewaz x* — x + % = <x— —é—) + %, wiec funkcja f przyjmuje tylko wartoSci dodatnie.

Trojmian x° — x +% osigga warto$¢ najmniejsza rowna % dla x= % Wobec tego naj-
wicksza wartoScia funkcji f, przyjmowana w punkcie x = %, jest 4.

Przyklad 7*. Znajdz najmniejsza warto$¢ wyrazenia x°+y°, gdy x+y = 1.
Rozwigzanie:

Poniewaz x+y=1,skad y=1—x,
wigc x’+y*=x"+ (1 —x)3:x3+ 1-3x+3x°—x’=3x"—3x+ L.

Nalezy zatem znalez¢ najmniejszg warto§¢ trojmianu 3x* — 3x + 1. Sprowadzamy go do
postaci kanoniczne;j:

2
3,1} 41
=3 <x 2) + 1

z ktorej mozna odczytad, ze przyjmuje on wartoS¢ najmniejsza rowna  dla x= 5.

2

2 _ Y IR B _1y 1
3x 3x+1—3<x x+3>—3l<x 2>+12

Odpowiedz: Najmniejsza warto$cig wyrazenia x*+y°, gdy x+y = 1, jest L dlax=y=1.
p j wy gdy x+y=1jest 4 y=%
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. Trojmian kwadratowy

Pytania i zadania

1. Co to jest ekstremum funkcji kwadratowe;j?

2. Jaki jest zwigzek wspotczynnika a funkcji kwadratowej f (x)=ax’ + bx + ¢ z jej ekstre-
mum?

3. Wyznacz ekstremum funkcji:

a)f(x)=—2+x-1; b) f(x)=x’+4x-2;
c)f(x):%xz—x—l; d) f(x)=x-x’, gdyxeR.

4. Wyznacz najmniejszg i najwigksza warto$¢ funkcji w podanym przedziale:
a) f(x) =x’-6x+4,xe <1; 4); b) f (x) =x-x%xe <— 1; 1>;

Of (x)=x"-dr-2xe(-1:3)  &)f(¥)=2"-2r+ Lre (-2~ 1),

5. Znajdz trojmian kwadratowy ax” + bx+ ¢, ktory dla x =5 ma warto$¢ 5, za$ dla x=3
ma minimum réwne 1.

6. Wyznacz funkcje kwadratowa, ktorej wykres przechodzi przez punkt P=(3;0)i ktora
w punkcie x = 1 osiagga maksimum réwne 12.

7. Wyznacz wspofczynniki funkeji f (x) = x* + bx + ¢, wiedzac, ze osiaga ona minimum row-
ne Sdlax=2.

8. Znajdz maksimum xy, jesli x + 2y = L

9", Znajdz minimum a’+ b’ +ab, jeSlia+b = 1.

10" Dane sg liczby rzeczywiste a,,a,,..,a,. Dla jakiej wartosci x suma kwadratow

(x—al)2+ (x~ a2)2+ .t (x—an>2jest najmniejsza?

4. Zadania prowadzace do ekstremum funkcji kwadratowej

Jest wiele zadan, ktorych rozwigzanie polega na znalezieniu ekstremum funkcji kwa-
dratowej. Takimi wiasnie zadaniami zajmiemy si¢ obecnie.

Przyklad 1. Druciang siatka dtugosci 200 m nalezy ogrodzi¢ prostokatna dziatke przyle-
gajaca do Sciany domu. Jakie wymiary powinna miec dziatka, aby jej pole byto najwicksze?
Rozwigzanie:

Przyjmijmy, ze ogrodzimy dzialke o wymiarach jak na rycinie 1.11. Z tresci zadania wynika
rOwnanie x + 2y = 200, gdzie x> 0, y > 0. Pole tej dziatki wynosi x - y. Nalezy zatem znalez¢
takie liczby dodatnie x i y, aby x+ 2y =200
oraz iloczyn x - y byl najwigkszy. W tym celu
wyznaczmy z danego rdéwnania x; mamy
x=200-2y=2(100-y). Oczywiicie, aby
x> 0, musi by¢ y < 100 (i oczywiScie dodatnie).
Podstawiajac wyznaczone x do iloczynu x - y,
otrzymujemy 2 (100 —y) y == 2y*+200y. Za-
danie sprowadza si¢ do znalezienia takiego Ryc. 1.11.
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4. Zadania prowadzace do ekstremum funkcji kwadratowej

y€(0;100), dla ktorego funkqa kwadratowa f (y)=—2y*+200y 051qga maksimum. Po-
niewaz —2y”+200y=—2(y’=2-50y+2500)+ 5000 =2 (y~ 50) +5000, wigc f(y)
przyjmuje wartosé najwiekszg, réwng 5000, dlay = 50. Znalezione maksimum funkcji f ()
jest jej maksimum w przedziale (0; 100), gdyz 50 € (0;100). Podstawiajac y = 50 do réw-
nania x=2 (100 —y), otrzymujemy x = 100.

Aby wiec dzialka, ktora chcemy ogrodzi¢ druciang siatka diugosci 200 m, miafa naj-
wieksze pole, powinna by¢ prostokatem o wymiarach 100 m x 50 m.

Przykiad 2. Na jakie dwa skiadniki nalezy roztozy¢ dana liczbe dodatnig a, aby suma ich
kwadratow byfa najmniejsza?
Rozwigzanie:

Oznaczmy jeden z nieznanych nam skladnikéw przezx. Drugi jest wowczas rOwny a — Xx.
Sumg kwadratow szukanych sktadnikow x*+(a- x)2 oznaczmy przez f (x).

Stad f (x)=x"+(a- ) 2x” - 2ax+ a* jest funkcja kwadratowa zmiennej x. Sprowa-
dzajac ja do postaci kanonicznej, otrzymujemy:

2

2
a a
(x'7>+z

2
Zatem funkcja ta osigga minimum réwne % dla x= %. Dang liczbe dodatnig a nalezy
rozlozy¢ na dwa réwne sktadniki.

2

2
. . B al . a
i ostatecznie f(x)= 2( ) + 5

f(x)=2<x2—ax+%a2>=2 x-5

Przykiad 3. Kt6ry z walcow o obwodzie przekroju osiowego
réwnym 100 cm ma najwigkszg powierzchni¢ boczng?

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez h i r odpowiednio dlugo$¢ promienia
podstawy i wysokosci walca o danym obwodzie przekroju |
osiowego (ryc. 1.12). Z tresci zadania wynika rodwnos¢ 'h
2h+ 4r =100, czyli h + 2r = 50. Wyznaczajac z niej 4 i podsta- :
wiajgc do znanego wzoru S = 27t r h na pole powierzchni bocz-
nej walca, otrzymujemy funkcj¢ kwadratowa zmiennej 7:

""""""""""""""""

h=50-2r,S=27r (50— 2r),czyliS (r)=—4nr’+1007r.

Oczywiscie r € (0;25), co wynika z warunkow zadania.

Nalezy zatem wyznaczy¢ takie re (0;25), dla ktorego
funkcja S (r) osiaga maksimum:

S(r)=—4nr’+1007r=—47(r’ - 25r)=

Ryc. 1.12.

- 47I<r2— 2. %r 625)+ 6257 =— 47t<r— 2—25> + 6257,

Stad S(r) osiaga warto$¢ najwigksza rowng 6257, gdy r= %, a wowczas: 2r=25,
h= 50— 2r =25. Przekr6j poszukiwanego walca powinien by¢ kwadratem.

Przyklad 4. Roztwor o stezeniu 20% stanowi a % roztworu dwusktadnikowego, ktorego
pozostalg czesS¢ stanowi roztwdr o stezeniu a%. Wyraz stezenie tego roztworu w zalezno-
§ci od a i zbadaj, kiedy to stezenie jest najwigksze.
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. Tréjmian kwadratowy

Rozwigzanie:
Oznaczmy stezenie tego dwusktadnikowego roztworu przez s. Z tresci zadania otrzy-
mujemy zalezno$¢:

20 . .
s=a 755+ (100 -a)- ﬁ, czyli s=-0,01a>+ 1,24, gdzie a € (0;100).
’Nalez'y zatem wyznaczy¢ takie a € (0; 1020), dla s@! S (@)=—0.01(a~60)+ 36
ktorego funkcja kwadratowa s (a) =-0,01a*+ 1,2a
a€(0;100)

osigga  maksimum. , Poniewaz  jednocze$nie
s(a)=-0,01(a-60) +36 (wykres funkgji s(a) 4%6“ 777777777 e
przedstawia ryc. 1.13), to mozemy obliczy¢, ze s(a)

przyjmuje warto$¢ najwigksza, rowna 36, dla a = 60. 207 °

Odpowiedz: Stgzenie tego roztworu jest najwigk- 5 | - ; : :

sze i wynosi 36%, gdy a = 60. 20 40 60 80 100 ¢
Ryc. 1.13.

Pytania i zadania

1. Liczbe 100 przedstaw jako sume takich dwoch sktadnikow, zeby ich iloczyn byt najwickszy.

2. Wykaz, ze ze wszystkich prostokatow o danym obwodzie najwigksze pole ma kwadrat.

3. Ktory ze stozkow o obwodzie przekroju osiowego 30 cm ma najwieksze pole po-
wierzchni bocznej?

4. Z kwadratowego arkusza brystolu o boku a chcemy otrzymaé prostopadloscienne pu-
detko. W tym celu musimy wyciag¢ na rogach rowne kwadraciki, a nastepnie zagiaé
brzegi. Jaka dlugoS¢ powinien mie¢ bok wycinanych kwadracikéw, aby pole powierzch-
ni bocznej pudetka byio najwicksze?

5. Liczbg 1 przedstaw jako sume takich dwoch sktadnikdw, aby suma ich szesciandéw byta
najmniejsza.

6. Jeden bok danego prostokata o wymiarach 3 x 4 powigkszamy, a drugi zmniejszamy
ox. Dla jakiej wartosci x pole otrzymanego prostokata bedzie najwigksze?

7". W kulg o promieniu R wpisano stozek, ktorego przekroj osiowy jest trojkatem rowno-
bocznym. Kule i stozek przecigto plaszczyzna rownolegta do podstawy stozka w odle-
glosci x od jego wierzchotka. Na plaszczyZnie tej utworzyt si¢ w ten sposéb pierscien
kotowy, ktorego okrag zewnetrzny lezy na powierzchni kuli, a wewngtrzny na po-
wierzchni stozka. Dla jakiej wartoScix pole tego pierécienia kolowego jest najwigksze?

8'. Dany jest szeSciokat foremny ABCDEF o boku diugosci s. Na jego bokach AB, BC,...,
FA obieramy odpowiednio takie punkty A, B,,..., F, aby A4, =BB =..=FF =t.

a) Udowodnij, ze szeSciokat A, B,C D E F, tezjest foremny.
b) Dla jakiej wartosci ¢ bok szeSciokgta 4, B, C, D E F|jest najkrotszy?

5. Miejsca zerowe oraz znak funkcji kwadratowej

Miejscami zerowymi funkcji sg te argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosc
zero. Geometrycznie s3 to odcigte punktow wspdlnych wykresu funkcji z osig OX.

Rozwazmy wigc dowolng funkcje kwadratows f (x) =ax’+bx+c, gdziea#0ix€R.
Sprowadzajac ja do postaci kanonicznej, otrzymujemy:

20



5. Miejsca zerowe oraz znak funkcji kwadratowej

2

f(x)za(x+2—ba> +%,

b 2
o) i
Odpowiemy sobie teraz na pytanie: Kiedy istnieja takie liczby rzeczywiste x, dla kto-
rych f (x)=0?
Przeanalizujemy tutaj trzy przypadki: A<0, A=0, A>0.

czyli f(x)= , gdzie A = b* - 4ac.

2
1. JesliA < 0,to—A > 0, wigc wyrazenie <x + §b—> + =5 ]est dodatnie dla kazdej liczby rze-

2
czywistej x jako suma liczby nieujemnej ( x+ b i liczby dodatniej =A Wobec tego
1 X] ] 24 y ] 147

b\ . —A
e+ 22) + 5

2. Jezeli A =0, to:

f(x)=a-|(x

nie przyjmuje wartosci zero dla zadnej liczby rzeczywiste;j x.

2

f(x):a<x+%>
iwowezas f(x)=0 <x+%>2=0 (bo a#0) =

b _ __b
= X+E—O = Xx=-5

3.Jesli A > 0, to:

b\ _ A
(X+ 2—a> —m =q
Nastepnie ze wzoru na réznicg kwadratow otrzymujemy:

N b _J/A
f(X) a[x+%+ o [}C'f‘ﬂ—%],

. -b—- /A -b+ /A
czyhf(x)=a[x——2—a£J[x——2a-£].

Wobec tego f(x)=0 < [x— _bz_a/g][x—% =0

-b—JA _ -b+ /A _
7 A S P

f(x)za 2a

(2]
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I. Tréjmian kwadratowy

UdowodniliSmy w ten sposob nastepujace twierdzenie:

( Twierdzenie
Funkcja kwadratowa f (x)=ax’+ bx+c, gdziea# 0i x € R:

— nie ma miejsc zerowych, gdy A < 0;

- ma jedno miejsce zerowe, gdy A = 0; jest nim liczba — 2_ba;

-b- /A b+ /A
2a 2a

- ma dwa miejsca zerowe, gdy A > 0; sa nimi liczby

.

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej nazywamy tez jej pierwiastkami.
Zauwazmy, ze gdy A > 0, to:
-b-JA _-b+/A
<

2a 2a
Umowmy sig, ze odtad zawsze oznaczac bedziemy przez x| i x, odpowiednio mniejsza
-b—JA -b+ /A

2a > 2a -

Na rycinach 1.14-1.19 widzimy interpretacj¢ geometryczna udowodnionego wyzej
twierdzenia.

,gdya<0.

gdy a > 0, za$ —bz—a/Z > _'b; /A

a

i wieksza z liczb

Y Y
0 X
a>0
A<0
a<0
A<O
0 X
Ryc. 1.14. Ryc. 1.15.
Y Y
_-b
X" 2a
5 o
a>0 X
A=0
a<0
A=0
b o0
X0~ 3, X
Ryc. 1.16. Ryc. 1.17.
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5. Miejsca zerowe oraz znak funkcji kwadratowej

[
Y Y
_-b+/A _-b-/A
a>0 =g =g
A>0 \ /
y. 5 4 X_
\ y -~ a<0
0 / ¥ A>0
" —b-/A _—b+ /A
1T 2T 2a
Ryc. 1.18. Ryc. 1.19.

Wyznaczajac miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(x)=ax’+bx+c (a#0), naj-
pierw rozktadaliémy na czynniki trojmian kwadratowy ax’+bx+c. Z udowodnionego
twierdzenia o istnieniu miejsc zerowych funkcji kwadratowej wynika wigc kolejne twier-
dzenie:

—

Twierdzenie
Trojmian kwadratowy ax’ + bx+ ¢ o wspOtczynnikach rzeczywistych a, b, ¢, gdzie a # 0,
mozna rozfozy¢ na czynniki liniowe o wspdlczynnikach rzeczywistych wtedy i tylko wtedy,
gdy A=0 lub A> 0, przy czym:
2

1.gdy A=0, to ax2+bx+c:a<x+ 5%);

2.gdy A>0, to ax2+bx+c:a[x—

25855

Jezeli A < 0, to taki rozkiad tréjmianu kwadratowego nie istnieje.
Roéwnosciom wystepujacym w punktach 112 powyzszego twierdzenia mozemy nadac
jeszcze inng postaé, a mianowicie:

s

1N ax*+b = —x ) =0;
. x+c—a(x xo), gdy A = 0;

2. ax’+bx+c=a(x-x)(x—x,) gdyA>0. |

Wzory 1'i 2 pozwalaja znalez¢ wzor funkcji kwadratowej, gdy znamy jej miejsca zero-
we i wspotczynnik a.
Wzér 1' mozemy zapisa¢ podobnie jak wzor 2"

ax’ +bx+c= a(x—xo)(x—x()), gdy A =0.
Widzimy, ze czynnik x —x  powtarza si¢ dwa razy. Wowczas mowimy, ze x,, jest pier-

wiastkiem dwukrotnym (albo podw6jnym) trjmianu kwadratowego.
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I. Tréjmian kwadratowy

Przyklad 1. Znajdz miejsca zerowe (jesli istnieja) funkcji kwadratowej f (x) = 10x*+ 3x— 4.
Rozwigzanie:

Wypisujemy wspoiczynniki: a = 10, b = 3, ¢ = —4. Obliczamy wartos¢ A, ktéra wynosi:
b*~4ac=3-4-10-(-4)= 169, wiec A > 0, zatem:

_=b-J/A_-3-13_ 4

* 20 210 %
e obt/A _—3+13_1
2 2a 20 2°

Odpowiedz: Miejscami zerowymi tej funkcji sa liczby: x, = —%, X,= %

Przyklad 2. Roz16z na czynniki tréjmian —3x* + x + 2.
Rozwigzanie:
Mamy:a=-3,b=1,¢=2.

Obliczamy: A=b*~4ac=1*-4-(-3)-2=25, skad:
_cb=/A _—1-5 _  _-b+/A_ -1+5 _ 2

X

i 2a 2-(-3) ¥ 2a 2-(-3) ¥
zatem:
—3x2+x+2:—3(x—1)(x+%>.

Teraz zajmiemy si¢ badaniem znaku trojmianu kwadratowego ax’+bx+c,
gdzie a # 0. Wyznaczymy przedzialy, w ktorych funkcja kwadratowa f (x)=ax’+bx+c,
gdzie x € R, jest albo dodatnia, albo ujemna.

Zapiszmy ja wigc w postaci:

2
b A

<x+ ?25) * 0t i rozwazmy iloczyn a - f (x). Zachodzi oczywiscie rownos$é:
a

f(x)=u

Wynika z niej, ze gdy: )

1.A<0,toa-f (x)> 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, bo a>> 0 i <x+ 2%) + 2450, dia
a#o0;

2.A=0,toa-f(x)> 0dlakazdej liczby rzeczywistej x # — —2%.

Oznacza to, ze gdy wyroznik funkcji kwadratowej jest ujemny, to zachowuje ona stale
znak swojego wspolczynnika a, bowiem:

af(x)>0e(a>0 i f(x)>0)Vv(a<0 i f(x)<0).
2
Gdy wyr6znik funkcji kwadratowej jest rowny zeru, to a - f (x)=a’ <x+ 2%1) >0 dla
kazdej liczby rzeczywistej x, przy czym a-f (x) > 0 dla kazdego x #— fbﬁ’ zaSa-f(x)=0

b b
dlax=-5- stad f (x)=0, gdy x=-~-,boa#0.
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5. Miejsca zerowe oraz znak funkcji kwadratowej

Tym samym udowodniliSmy nast¢pujace twierdzenie:

1. Jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa f (x) = ax” + bx + ¢, gdzie x € R, jest:

— stale dodatnia, gdy a > 0,

— stale ujemna,
2. Jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa f (x)=ax” + bx + ¢, gdzie x € R, jest:

gdya<0.

— stale nieujemna, gdy a > 0,
— stale niedodatnia, gdy a < 0.

Twierdzenie

Zaleznosci te mozna zaobserwowac na wykresie funkcji kwadratowej (ryc. 1.20-1.23).
/
Y Y
A<O
a>20 B _0 - X
ax“+bx+c>0 ///—\\\
+ + |+ + + + o+ ./ N
+ o+ + + 4+ + + o - B
+ + +N\+ + + 4 + B _/, I
+ o+ RN +
A<O
+ o+ +|+ + + + + o+
a<0
0 X ax?+bx+c<0
Ryc. 1.20. Ryc. 1.21.
Y Y
A=0
a>0 -
ax*+bx+c=0 - X
+ 4\ + + +/+ -
+ + \+ + + -
+ + + +
+ + :—\ + + -
+ o+ o+ + + A=0
%) ° a<0
—é% X ax*+bx+c<0

Ryc. 1.23.

Rozpatrzmy na koniec przypadek, gdy A>0. Wtedy funkcja kwadratowa
f(x)=ax’+ bx+ c ma dwa miejsca zerowe x, i x,, gdzie:

(¥) x,= min{

-b—JA -b+ /A
2a 2a

,xzzmax{

—b—/&
2a

k)

=

i mozemy ja zapisa¢ w postaci f (x)=a(x—x,)(x-x,).
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. Trojmian kwadratowy

Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi wtedy rownos¢a-f (x)=a’(x-x )(x—x,).
Teraz widzimy, ze:

af(x)>0 = az(x—xl)(x——x2)>0 - (x~x1)(x—x2)>0,boa2>0.
Ale(x—xl)(x*x2)>0 = (x—x1>0 i x—x2>0)lub

(x—x1<0 i x—x2<0) = (x>x1 i x>x2), lub (x<x1 i x<x2).
Wobec tego, zgodnie z przyjetymi wzorami (*), otrzymujemy ostatecznie, ze:

a-f(x)>0,gdyx<x lubx>x,

Rozstrzygnijmy teraz, kiedy a - f (x) < 0. Otoz:

af(x)<0 &= a’(x-x)(x-x,)<0 = (x-x)(x-x,)<0 =

= (x—x1>0 i x—x2<0) lub

(x—x1<0 i x—x2>0) = x-x>0 i x—-x,<0,
bo nieréwnosci x—x <0 i x—x,>0 nie moga zachodzi¢ jednoczesnie (dlaczego?).

Ostatecznie wiec:

af(x)<0 e x<x<x,

W ten sposob udowodniliSmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Jezeli funkcja kwadratowa f (x)=ax’+bx+c, gdzie a# 0 i x € R, ma dwa miejsca
zerowe, to:
- zachowuje znak swojego wspolczynnika a (tzn. jest dodatnia, gdy a > 0, lub ujemna, gdy
a < 0) poza swoimi miejscami zerowymi;
—ma znak przeciwny do znaku wspoiczynnika a (tzn. jest dodatnia, gdy a < 0, lub ujemna,
gdy a > 0) migdzy swoimi miejscami zerowymi.

Ryciny 1.24 i 1.25 przedstawiaja interpretacj¢ geometryczng tego twierdzenia.

[

Y Y ax’+bx+c¢>0
y =2 bt /A / ~b-/A
- 2a s } 2a
t o4 a>0 % + 3 o X
ax2+"bx+‘c>;0 A>0 a_x2+bx+c>0 ]
» ‘ ax*+bx+c<0 a<0 ax*+bx+c<0
T T o Yyl t ' A>0
\ X
—b—/A_
T x,- oA
ax>+bx+c<0
Ryc. 1.24. Ryc. 1.25.
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5. Miejsca zerowe oraz znak funkciji kwadratowej

Przyklad 3. Dla jakich x funkcja f (x) =x*— 5x + 6 przyjmuje wartosci dodatnie, a dla ja-
kich x wartoSci ujemne?
Rozwigzanie:

Wypisujemy wspolczynniki:a =1, b =-=5,c= 6.
Obliczamy: A= (-5) —4-1-6=25-24=1.
Znajdujemy pierwiastki:

" 2a 21 ° -

X

IR
Poniewaz a > 0, wiec:
f(x)>0dlaxe (—o00;2)U(3;+00),
f(x)<0dlaxe(2;3).
Przyklad 4. Dla jakich x funkcja f (x)=—3x>+ 4x+ 4 przyjmuje wartosci dodatnie, a dla

jakich x wartoSci ujemne?
Rozwiazanie:

Mamy:a=-3,b=4,c=4.

Obliczamy: A = 4° -4 -(-3)- 4 = 64, nastepnie pierwiastki:

cobt/A_—a+8 2 _-b-/A_-4-8
1 2a 2-(-3) 3 72 2a 2-(=3)

Poniewaz a < 0, wigc:

f(x)>0dlaxe (—%;2),

=2

f(x)<0dlax€<—oo;—%>u(2;+oo).

Przyklad 5. Wykaz, ze jezeli a- ¢< 0, to trojmian kwadratowy ax’ + bx+ ¢ ma dwa pier-
wiastki rzeczywiste.
Rozwigzanie:

Poniewaz A =b*—4ac=b*+4-(—ac)> 0, wigc tréjmian ten ma dwa pierwiastki rze-
czywiste.
Przyklad 6*. Udowodnij, ze jezelia > 0ib > a + ¢, to trojmian kwadratowy ax” + bx + ¢ ma
dwa pierwiastki rzeczywiste.
Rozwigzanie:

Wykazemy, ze A =b*— dac> 0.

Jesli ¢ < 0, to oczywiscie —c > 0 i wtedy A =b*— dac=b*+4a-(—c) > 0.

2 2
Gdy za$ ¢>0, wowczas a+c>0 oraz A=b*—4dac>(a+c) —4ac=(a—c) >0,
wiec A > 0.
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I. Tréjmian kwadratowy

Pytania i zadania

1.

Kiedy trojmian kwadratowy:

a) nie ma pierwiastkow rzeczywistych,
b) ma jeden pierwiastek rzeczywisty,
¢) ma dwa pierwiastki rzeczywiste?

. Co to jest postac iloczynowa funkcji kwadratowej? Czy kazdy trojmian kwadratowy

o wspotczynnikach rzeczywistych mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe;j?

Podaj wzory na pierwiastki trojmianu kwadratowego ax” + bx+ c.

Kiedy trojmian kwadratowy ax” + bx+ ¢ ma staly znak w zbiorze R liczb rzeczywistych?
Wykonaj szkic wykresu funkcji kwadratowej f (x) = ax” + bx+ ¢ w zaleznosci od wspot-
czynnika a i wyr6znika A.

Okredl liczbe pierwiastkow kazdego z tréjmiandw okreslonych w zbiorze R:

a)2x’ - 3x+7; b)10x*+ 3x— 4; c) —x’+ 2x+ 1
d) 4x>+x-3; e)—2x2— 4x—2; f)2x’-2,/2x+1.
Przedstaw w postaci iloczynowej nastepujace trojmiany:

a) 3x*— 3x— 6; b)%xz—x+%; c) —x’+x+ 20;
d)-3x*+x+2; e) 2x*+ 0,5¢— 0,25; f) x*— 6x— 16.

Napisz wzor tr6jmianu kwadratowego, ktorego pierwiastkami sg liczby:
a)x,==2,x,=3; b)x,=1,x,=4; ¢)x,==3;

d)x,=0,x,=4 e)x1:2—/§,x2=2+/§; f)xlz/i—/g,xzz/i+ﬂ.

. Wyznacz przedzialy, w ktorych nastepujace funkcje kwadratowe majg staly znak:

a) f(x)=x’+2-3; b) f(x)=—x’+x-5 ¢) f(x)=x"-3x+2

d)f(x)=—2"+5%-3; e)f(x)==—x*+Tx=-3 f)f(x)=3x"-5%-2

10". Okre$l znak wspoiczynnika ¢ trojmianu ax” + bx+ ¢, jesli wiesz, ze a + b+ c < 01 trdj-

11"

12°

13

28

mian ten nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

. Udowodnij, ze jezeli kazdy z trojmianéw x°+ 2ax+b* i x>+ 2bx+ c¢* ma dwa pier-
wiastki rzeczywiste, to trojmian x*+ 2cx+ a’ nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ funkcja:
f(x)=(x=a)(x=b)+(x=b)(x—c)+(x=c)(x—a)
ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

. Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa dodatnie oraz a + b + ¢ < 12, to co najmniej jeden
z trojmianow kwadratowych x*+ ax+ b, x*+ bx+ ¢, x*+ cx+ a nie ma pierwiastkow
rzeczywistych.



6. Wzory Viete'a

6. Wzory Viéte’a

Wzorami Viéte’a nazywamy zwiazki, w jakich pozostaja miejsca zerowe (pierwiastki)
funkcji kwadratowej f (x) = ax®+ bx+ c i jej wspOtczynniki a, b, c. Wykazemy nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie
Liczby x i x, sa pierwiastkami funkcji kwadratowe;j:
(%) f (x) = ax’+ bx+c, gdziea # 0,
wtedy i tylko wtedy, gdy spelniaja rownoSci:

1ix,+x =-—§,

(J Dowod. Zatozmy, ze x, 1 x, sg pierwiastkami funkcji kwadratowej (). Zatem:

-b-J/A . b+f

X\ =5 1x,= (lub na odwrot), gdzie A > 0.

I wtedy rzeczywiscie:

x1+)‘42=_bz_a‘/X _b+/‘ _ﬁlb — = oraz:

oox _~b=/A -b+/A :b2—A:b2_(b —40¢) gac ¢
Lo 2a 2a 4a* 4a* 4a* @

czyli zachodza réwnosci 11 2.

Zalézmy, ze sg spelnione réwnosci 11 2. Wowczas b=—a (x1 +x2) ic=ax x, Popod-
stawieniu tych wartosci do wzoru () otrzymamy f (x) = ax’—a(x,+x,) x+ax, x,.

Teraz widzimy, ze:

f(xl) = axlz— a(x1+x2)xl+ax1x2= 0 oraz

f(xz) zax;—a(x1+x2)x2+axlx2: 0.0

Tak wiec, gdy:

__b. _C.
1.A>0,to x,#x, oraz x +x,=— 7 1 x,-X,= 3
2.A=0,t0 x,=x,=x oraz 2x, ——Qx <
‘ ’ 1 2 0 a’ a’

Wzory Viete’a stuza do znajdowania pierwiastkow trojmianu kwadratowego, jak réw-
niez do badania ich znaku. Przy zalozeniu, ze A > 01 x,<x,, z wlasnosci liczb rzeczywi-
stych wynika:

X x,<0 &= x<01x,>0,
(x1~x2>0 i x1+x2>0) = (x1>0 1 x2>0),

(xl‘x2>0 1 x1+x2<0) = (x1<0 1 x2<0).
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I. Tréjmian kwadratowy

Przyklad 1. Znajdz pierwiastki trojmianu x° — 5x — 6.
Rozwigzanie:

Wypisujemy wspotczynniki: a = 1, b=-=5,c=-6.

Ze wzordéw Viete’a otrzymujemy: x,+x,= 5, x,-x,=— 6.

Nastepnie szukamy w pamigci rozkladow liczby — 6 na iloczyn dwoch liczb, ktorych su-
ma jest rowna 5: x, =— L, x,=6.

Przyklad 2. Okresl znaki pierwiastkow rzeczywistych trojmianu 3x* — 12x+ 2.
Rozwigzanie: )
Poniewaz A = (—12) —4-3-2 =120, wigc pierwiastki rzeczywiste x, i x, tego trojmia-
nu istniejg i s rézne. Ze wzordéw Viete’a wynika, ze:
b_12 2

-0 _1z_ v =L -z
X tx,== o= =4>0, xle—a—3>O.

Stad x > 0ix,>0.

Przyklad 3. Nie obliczajac pierwiastkow x, i x, trojmianu x”—x — 6, wyznacz wartosci wy-
razen:

1 1 2,2 1 1 RS
a)— +—; b)x, +x; C)—+— d) —+ 5
)%, )X/ +x; )xlz ” )EHE

3 3 2 2 2 4 4
e)x, +x,; f)(xl—xz); g) (xl— 5) + (xz—S); h)x, +x,.

Rozwiazanie:
Ze wzordw Viéte’a mamy x,+x,= 1, x -x,=—6. Wobec tego:

1 1 _X*+x, 1 _ 1
a)x—1+}~2— X, TT6° 6
2
b)x, +x, = (x,+x,) = 20 x,= 12=2(=6) =1+ 12=13;
x2+x2
1 1 13 13
€)= +—3=—"—3 7= 365
* X (x1x2> (_6)
2 2
X X XNt 13 13
d)x2+x1— x1x2 —6 6’
3 3

) =3x,x,(x,+x,)=1"=3-(=6) - 1=1+18=19;
£ (x,~x,) = (x,+x,) —4¥,x,= 1>~ 4-(=6) = 1 +24=25,
2 (x,= 5]+ (1,=5) = (x4, ) = 10(x,+x,) + 50 =13~ 10+ 50 = 53

2

h)x, +x, = (x12+x22) —2(x,x,) = 13°=2-(=6) = 169 - 72 =97.
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6. Wzory Viete’a

Pytania i zadania

1. Podaj wzory Viete’a.
2. Korzystajac ze wzoréw Viete’a, znajdz pierwiastki rzeczywiste (jesli istniejg) trojmia-

now:

a) x> — Sx+4; b) —x*+x+6; c) x>+ Tx+ 10; d) 2x*+x- 1.
3. Nie obliczajac pierwiastkdw tréjmiandw, okresl znaki tych pierwiastkow:

a)3x’+ Tx+ 3; b)x*-2/2x-1; c)—dx’+3x— [

d) 7x* + 3x+ 4 e)—x*—5x+3; f) x*— 4x— 6.

4. Wyznacz drugi pierwiastek trojmianu, gdy jeden jest dany:

a)x’+3x—4,x,=[; b)2xz+5x+3,x1:—%;

)2 +3x—2,x,=-2; d)-3x’+2+5x=-1

5°. Wyznacz tréjmian kwadratowy, ktdrego suma pierwiastkow jest rowna 5, a iloczyn jest
rowny 4.

6. Wyznacz wspolczynniki p i ¢ trojmianu x*+ px + ¢, ktorego pierwiastkami sg liczby:

08,-9%  b)/2-/3  9l+/21-/3 433

7. Nie obliczajac pierwiastkéw x, i x, tréjmianu x* + 3x — 4, wyznacz wartosci wyrazef:

2 2 3 3
b)x, —x,; C)x, —X,;

1 1 . 3 3 3 3 3 2 2 3 . 4 4
d)——+ 5 e)x, +x,+3(x x,+x x, |+6(x x,+x x, ) f)x —x,.

X, X, XX,
8". Udowodnij, ze jezeli stosunek pierwiastkow x, i x, trojmianu ax® + bx + ¢ wynosi kli T
k(k+1)
to jego wspotezynniki a, b i ¢ spetniaja warunek %< 2 =
b (2k+1)

V9, Wykaz, ze jezeli pierwiastki trojmianu x*+ax+ (b + 1) sa liczbami naturalnymi, to
suma a’+ b? jest liczba zlozona.

10". Udowodnij, ze ]ezeh plermastkl x,ix, trojmianu x° - ax + 4, gdzie a € R, sa liczbami
rzeczywistymi, to x +x, 2(x1+x2)

11". Dane sa trojmiany x*+ px + q i gx* + mqx + 1, ktorych wspolczynniki m, p, g s3 liczba-
mi rzeczywistymi, przy czym g > 0. Udowodnij, ze jezeli pierwiastkami tych trojmia-
now sg odpowiednio liczby x , x, i — XXy tomp > 4.

12", Dane sa trojmiany x’+px+1 i x*+¢gx+ 1, ktérych pierwiastkami sa odpowiednio

liczby x,ix, oraz x, i x,. Udowodnij, ze:
(xl—x3) (x,=x,)(x,+x,)(x,+x,)=q"-p".

13", Udowodnij, ze jezeli liczby rzeczywiste x,1x,s3 pierwiastkami trojmianu:

x*+px—

g,gdmepeRlp#O tox +x 2+ﬁ.
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|. Tréjmian kwadratowy

7. Rownania i nierownos$ci kwadratowe

nazywamy rownaniem kwadratowym lub réwnaniem drugiego stopnia.

[Réwnanie ax* + bx+ c= 0, w ktorym x jest niewiadoma, a # 0, b i ¢ za$ s3 to liczby dane,

|

Réwnaniem kwadratowym nazywamy tez kazde rownanie rownowazne rownaniu kwa-
dratowemu ax’ + bx+ ¢ = 0, gdzie a # 0.

Rozwiazaé¢ réwnanie kwadratowe ax” + bx + ¢ = 0 oznacza znalez¢ miejsca zerowe troj-
mianu ax’ + bx + ¢. Z przeprowadzonej w poprzednim podrozdziale dyskusji istnienia miejsc
zerowych (pierwiastkow) trojmianu kwadratowego wynika wigc nastepujace twierdzenie:

-

A

Twierdzenie

Istnienie i liczba rozwigzah réwnania ax’ + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0, zalezy od znaku wy-
roznika A = b* - dac:
1. jezeli A < 0, rozwigzaniem tego rownania nie jest zadna liczba rzeczywista;,
2. jezeli A =0, r6wnanie to ma jedno rozwigzanie (tzw. pierwiastek podwojny lub dwu-
krotny): b
Xo= Z,
3. jezeli A > 0, rownanie to ma dwa rozwigzania (zwane tez pierwiastkami); sa nimi liczby:
_b-JA . -biJA
L,

X7 2a 2

Przyklad 1. Rozwiaz rownanie:
x*+3x+4=0.
Rozwiazanie:
Obliczamy: A=3*-4-1-4=-7. Poniewaz A < 0, rdwnanie nie ma pierwiastkow rze-
czywistych.
Przyklad 2. Rozwigz rOwnanie:
—x*+2/2x-2=0.
Rozwiazanie:

=(2/2) -4-(-1) (-2)

dwajne; jest nim liczba x |

8 = 0, dlatego rdwnanie to ma jedno rozwigzanie po-

=8—
-2./2 _ /.

"2 (-
Przyklad 3. Rozwiaz rOwnanie:
x*=x—-20=0.
Rozwigzanie:

Obliczamy: A = (- 1)2 —4-1-(-20) = 81. Poniewaz A > 0, rOwnanie ma dwa pierwiastki
rzeczywiste; sa nimi liczby:

_=b-/A _1-9__,
- 20 2 7

_=b+/A 149 _
X,= o = =5.

1
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7. Réwnania i nierdwnosci kwadratowe

W przypadku, gdy b#0 i ¢#0, rownanie ax’+ bx+c=0 nazywa si¢ réwnaniem
kwadratowym zupelnym i rozwigzujemy je, korzystajac ze wzordw na pierwiastki albo ze
wzordw Viéte’a. Gdy za$ b= 0 lub ¢ = 0, rownanie ax’+ bx+c=0 ma postac ax’+¢=0
lub ax®+ bx= 0, lub ax* = 0 i nazywa si¢ réwnaniem kwadratowym niezupetnym. Na ogot
rownanie takie rozwigzujemy, rozktadajac jego lewa stron¢ na czynniki.

Przyklad 1. Rozwiaz rownanie 3x°— 27 = 0.

Rozwigzanie:
Poniewaz 3x2—27=3(x2—9)=3(x+ 3)(x=3), wigc3x’=27=0 < x+3=0 lub
x-3=0 < x=-3, lub x=3. Zatem x =-3,x,=3.

Przyklad 2. Rozwigz rownanie 2x* — 4x = 0.
Mamy: 2x*— 4x=2x (x—2), wiec 2x°~4x=0 < x=01lub x-2=0 = x=0,
lub x=2.Stagd x =0, x,=2.

Przyklad 3. Rozwiaz rownanie 2x*—2 /2 x+1 = 0.
Rozwiazanie:
2 2
Poniewainz~2ﬁx+1:</§x)—2-ﬂx-1+12:(ﬂx—1>,wi€;c
2
1
2%*-2/2x+2=0 2x-1)=0 2x-1=0 =
fx e (fx ) & fx — X \/5

Roéwnanie to ma wiec jeden pierwiastek podwojny: x = %

Rownania dwukwadratowe

Sa to réwnania postaci ax” + bx" + ¢ = 0, gdzie a # 0, za$ n > 2 i jest liczba catkowita,
ktore sprowadza si¢ do rownania kwadratowego przez podstawienie ¢ =x". Otrzymane
réwnanie kwadratowe at” + bt + ¢ = 0 rozwigzujemy:

—w liczbach rzeczywistych nieujemnych, gdy 2 | n,

—w liczbach rzeczywistych, gdy 2 / n,

i uzyskane w ten sposob rozwigzanie podstawiamy do rdwnania, uzyskujac rozwigzania
rownania dwukwadratowego.

Przyklad 1. Rozwiaz rownanie x*— 5x*+ 4 = 0.
Rozwigzanie:

Podstawiamy x” = ¢ i przechodzimy do rownania kwadratowego ¢> — 5t + 4 = 0. Rozwia-
zujemy je i uzyskujemy: ¢ = 1,¢,= 4. Podstawiajac te wartosci do poprzedniego rownania,
otrzymujemy alternatywe dwoch rownan kwadratowych niezupelnych:

x’=11lub x’=4, astad x=-11Iub x=1, lub x=—2, lub x=2.

Odpowiedz: Rozwigzaniami danego réwnania dwukwadratowego sa liczby:
x=-2,x,=-Lx,=1x,=2

Przyklad 2. Rozwiaz rownanie x°+x°—2 = 0.
Rozwiazanie:

Podstawiajac x*=t, otrzymujemy réwnanie kwadratowe *+ ¢ — 2 = 0, ktorego rozwig-
zaniami sg liczby t, =— 2,¢, = 1. Podstawiajgc uzyskane wartosci do rOwnania, otrzymujemy
alternatywe rownan x*=—2Iub x°= 1, skad x=— 32 lub x= L
Odpowiedz: Rozwigzaniami danego rownania sg liczby x, =— 32, x,=1
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Przyklad 3. Rozwiaz rownanie (xz— 16x>2— 2 (xz— 16x> -63=0.
Rozwigzanie:

Podstawiamy x* — 16x = ¢ i otrzymujemy réwnanie kwadratowe ¢*— 2¢ — 63 = 0, ktérego
rozwigzaniami sg liczby ¢ =—7, t,= 9. Podstawiajgc te liczby do poprzedniego rOwnania,
otrzymujemy alternatywe rownan:

x?—16x==7lub x*— 16x =9, czyli rownan:

x’=16x+7=0lubx’—16x—-9=0.

Rozwiazujac kazde z nich, otrzymujemy ostatecznie odpowiedz, ze rozwigzaniami da-
nego rownania sg liczby: x =8 — /73, x,=8- /57, x,=8+ /57, x,=8+ J73.

Nierownosci kwadratowe

Kazda z nieréwno$ci o postaci: ax*+bx+c>0, ax’+bx+c> 0, ax*+bx+c<0 lub
ax®+ bx+ ¢ < 0, w ktorych x jest niewiadoma, a # 0, za$ b i ¢ sg to liczby dane, nazywamy
nieréwnoscia kwadratowa lub nieréwnoscia drugiego stopnia.

Rozwigza¢ nieréwnos¢ kwadratowa oznacza: wyznaczy¢ przedzialy, w ktorych troj-
mian kwadratowy, bedacy lewa strong nierdwnosci, ma odpowiedni staty znak. Dlatego
nierownosci kwadratowe wygodnie jest rozwigzywac, korzystajac z wykresow ilustruja-
cych zmienno$¢ trojmianu kwadratowego albo z twierdzenia o znaku trojmianu kwadra-
towego.

Przyklad 1. Rozwigz nierdwnosc¢:
x*=2x—-3>0.
Rozwiazanie:

Poniewaz a=1>0, A=16, x =-1,
x,=3, wigc x’=2-3>0 <= x<-I
lub x> 3 (ryc. 1.26).

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej
nieréwnosci jest (—oo; — 1) U (3; + o0).

Przyklad 2. Rozwiaz nierOwnos¢:
2249 > (x—4) + 14,
Rozwigzanie:
Przeksztalcamy dang nieréwno$S¢ na
nierO6wnos¢ jej rownowazna:
x*—6x—7>0.
Obliczamy: A = 36 + 28 = 64,

x =-Lx,=7

Poniewaz a > 01i A > 0, wigc trojmian x> — 6x— 7 jest dodatni (zachowuje znak wspot-
czynnika a) poza pierwiastkami, czyli dla x <—11lub x> 7.
Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci jest (—oo; — 1) U (7; + o).
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Przyklad 3. Rozwigz nieréwnos$¢ (3x — 1)2 —4(x-2 )2 <O0.
Rozwiazanie:
Poniewaz (3x— 1) =4 (x-2) = (3x— 1) — (2—4) =
=(3r—1-2+4)(3x—1+2r-4)=(x+3)(5x=5)=5(x+3)(x— 1), wigc:
2 2

(3x-1)-4(x-2)<0 <= 5(x+3)(x-1)<0.

Pierwiastkami funkcji kwadratowej f (x) = 5(x+3)(x— 1) (danej w postaci iloczyno-
wej!) sa liczby x, =3, x, = 1, za§ wspolczynnik a przy x* wynosi 5 (jest zatem dodatni). Wo-
bec tego funkcja ta jest przeciwnego znaku do znaku wspotczynnika przy x* miedzy
pierwiastkami. Stad 5(x+3)(x-1)<0 = xe(-3;1).

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan podanej nieréwnosci jest przedziat (—3; 1).

Pytania i zadania

1. Co to jest rownanie kwadratowe?

2. OmoOw sposob rozwigzywania rOwnan kwadratowych.

3. Co to sg rownania kwadratowe niezupelne i jak je rozwiazujemy?

4. Co to jest rownanie dwukwadratowe i w jaki sposob si¢ je rozwiazuje?
5. Co to jest nier6wnos$¢ kwadratowa?

6. Omow sposoby rozwigzywania nierownosci kwadratowych.

7. Rozwigz roOwnania:

a)x’—9x—22=0; b) x*+x-30=0; c)x* =&+ 15=0;
d) 3+ 100+ 3 = 0; o2x-3x-8-0 pIr-se+g=o.
8. Rozwigz rownania:
a)x’—9=0; b) —2x*+ 6x=0; c)%x2+1:();
d)S—%xzzo; e) x+x°=0; f)2-x*=0;
g)%xz—%xzo; h) 7x*+ 0,2x= 0; i) 13+ 7x*=5x*+ 15x.
9. Rozwigz rownania:
a)x(x+2)=3(x+2); - b)x’+x(x-2)=0; c) (3x—4)2= 16 — 9x%;
d)(3-2)=7(3x-2) e)(x—4) =25 £)(x+4) = (x+4)(2+1).
10. Rozwigz réwnania:
a)x*—10x*+9=0; b) x°+ 5x°+4=0; c)x*=2x*+1=0;
2
d) 4x* - 25x2+ 6 = 0; e) (¥ +x+1) +(x+x+1)=12=0.
11. Rozwiaz nieréwnosci:
a)—x’+3x-2<0; b)/3 x*— 4x+,/3 > 0; c)x’<—4(x+1)
d)xz—x<%+l; e) x’— 8+ 12<0; f)(3x—2)2<9.
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12. Rozwiaz nieréwnosci:
a)—6x*+ 5¢— 1> 0; b) 3’ = 12x+25>0; ¢)2*—3x—2<0;
1
-10)> -8); + —x); R
d)2x(x—10)=4(x-8);, e)5(x+1)<x(3-x), D s
13. Rozwiaz rOwnania:

a)‘xz—l‘zl; b)’x2—4‘=4; c)|x2—9’+’x2—4‘=9;
d)x’=5|x[+4=0; e)x’—4dx+|x-3[+3=0; f)x|4-x|=3.

14". Udowodnij, ze réwnania ax’+bx+c=0, bx*+cx+a=0, cx’+ax+b=0 maja
wspolny pierwiastek rzeczywisty wtedy i tylko wtedy, gdy a+b + ¢ = 0.

15" Niech S =x,"+x,, gdzie x, i x, sa pierwiastkami réwnania ax”+ bx+ ¢ = 0. Udo-
wodnij, zea-S +b-S, _ +cS, _,=0.

16"". Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢ sg dtugosciami bokéw dowolnego trdjkata, to rownanie
b*x*+ (bz +c?- az) x+ ¢’ =0 nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

8. Zadania z parametrem

Parametrem nazywamy liter¢ oznaczajaca w zadaniu liczb¢ dana. Na ogdt jest to jedna
z poczatkowych lub Srodkowych liter alfabetu. Wlasnie zadaniom z parametrem poSwie-
cimy ten podrozdziatl.

8.1. Réwnania kwadratowe z parametrem

Przyklad 1. Dla jakich wartosci parametru m rownanie x> — 2x+m — 4 = 0:
a) ma dwa pierwiastki rzeczywiste,
b) ma jeden pierwiastek rzeczywisty,
¢) nie ma pierwiastkOw rzeczywistych?
Rozwigzanie:
Roéwnanie to jest rtownaniem kwadratowym zmiennej x dla kazdego m, stad liczba jego
pierwiastkow rzeczywistych zalezy tylko od znaku wyrdznika A. Obliczmy ten wyroznik:
A=(=2)Y=4-1-(m-4)=4—4(m—-4)=4(5-m)
Widzimy wiec, ze A>0,gdym<5; A=0,gdym=5 A<0,gdym>5.
Zatem roéwnanie to:
a) ma dwa pierwiastki rzeczywiste dla m < 5,
b) ma jeden pierwiastek rzeczywisty dla m =5,
¢) nie ma pierwiastkOw rzeczywistych dla m > 5.

Przyklad 2. Dla jakich wartosci m rownanie (m — 1) x*—2mx+ m =0 ma dwa pierwiastki
rzeczywiste?
Rozwigzanie:

Gdy m = 1, rdwnanie to jest rtownowazne réwnaniu —2x+ 1 = 0, ktore ma tylko jeden
pierwiastek rzeczywisty, zatem musi by¢ m # 1. Dane rownanie jest wtedy kwadratowe
i badamy znak jego wyrdznika A.
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8. Zadania z parametrem

Mamy: /
A=(=2m) —4(m—1)m=4m* - 4m>+ 4m = 4m,
Widzimy wiec, Ze A>0 < m>0im# L
Odpowiedz: Réwnanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste, gdy m > 0im # 1.

Przyktad 3. Dla jakich wartosci parametru k pierwiastki rzeczywiste rownania
x4+ 2(3k— 1) x+ 3k + 11 = 0 s3 liczbami przeciwnych znakow?
Rozwigzanie:

Sprawdzamy najpierw, kiedy to rownanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste. Obliczamy
wyrdznik A:

A=(2(3k=1)) —4-1-(3k+11)=36k>~ 24k +4 - 12k - 44 = 4(9k" = 9% — 10).
Wobec tegoA>0 — 9k*—9k—10>0.

Rozwigzujemy nieréwno$é kwadratowa 9k°— 9k — 10 > 0 i otrzymujemy k < —% lub
k> % Pierwiastki rzeczywiste x i x, tego rOwnania bedg liczbami przeciwnymi, jesli
ich iloczyn bedzie ujemny. Ze wzoréw Viéte’a wynika, ze x,-x,=3k+11, wigc

11

X, x,<0 == 3k+11<0 = k<—@:

Przedstawmy otrzymane wyniki na osi liczbowe;j:

2 0

3

w|w

w]

Ryc. 1.27.

Widzimy, ze warunki zadania beda spetnione, gdy k < —%.

Odpowiedz: Pierwiastki rzeczywiste danego rdwnania sa przeciwnych znakow dla

ke ( —00; — %l)
Przyklad 4. Dla jakich wartoéci parametru m rownanie x*— 2mx+m’—1=0 ma pier-
wiastki rzeczywiste nalezace do przedzialu <— 2; 4>?

Rozwigzanie:

Poniewaz A = (—2m)2— 4-1 »(mz— 1) =4m*— 4m*+ 4 = 4, wigc rOwnanie to ma dwa
pierwiastki rzeczywiste dla kazdego m. Sg nimi liczby x, =m — 11 x,=m+ 1. Oczywiscie
x,<x,, wiec jesli spetniony bedzie ukfad nieréwnosci x, > — 21 x, < 4, czyli ukfad nierow-
nosci:

m-1=-2
m+1<4,
to pierwiastki te beda naleze¢ do przedziatu (—2;4). Po rozwigzaniu tego uktadu, otrzy-
mujemy —1 <m < 3.
Odpowiedz: Pierwiastki rzeczywiste danego réwnania bedg naleze¢ do przedziatu (-2;4)
dlam e (-1;3).
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Przyklad 5. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie a € R liczbg pierwiastkow rzeczy-
wistych rownania (a +2) x* + 6ax+ 4a — 1 = 0. Sporzadz wykres funkcji f.
Rozwigzanie:
Rozr6znimy dwa przypadki:
1.a=-2. Dane rOwnanie przybiera wtedy posta¢ —12x— 9 = 0 i ma jeden pierwiastek rze-
czywisty; jest nim liczba — %
2.a #— 2. Nalezy wowczas zbadac¢ znak wyrdznika A.
Mamy: A = (6a) g 4(a+2)(4a-1)=4 (Saz— Ta + 2). Wobec tego:

A>0 e 54°—Ta+2>0 e a<% lub a> 1,

A=0 = aZ% lub a=1,
A<O = Z<ac<l

Zatem funkcja f jest okreSlona nastgpujaco: f(@)

0.gdyZ<a<1
f(a):d,gdyaE{—Z,%,l} ’ e

2,gdy<a<% i a¢—2>luba>1. —

Wykres funkcji f przedstawia rycina 1.28. Ryc. 1.28.

Przyklad 6. Dla jakich wartoSci parametru m rOwnanie:

(*) x’=4x+(1-m)=0
ma pierwiastki rzeczywiste w przedziale (0; 5)?
Rozwiazanie:

Tym razem postapimy inaczej niz Y
w przykiadzie 4. Przepiszmy rownanie ()
roOwnowaznie:

(+x)x*—dx+1=m
i rozwazmy funkcje zmiennej rzeczywi-
stej x: T

fx)=x’-4x+11i g(x)=m.

m>6

[«

l<m<6

| n
8] w EES W

Pierwiastkom rzeczywistym rownania Lt m=1
(++) w przedziale (0;5), a zatem takze L / ¢
roOwnowaznego mu rownania (=), odpo- 0 \ / 5 X
wiadaja, oczywiScie, odcigte punktow -3<m<1
przeciecia wykresow funkcji f(x)ig(x), 1 \ /

gdy x € (0;5) (ryc. 1.29). :

Odpowiedz: Rownanie () ma pierwiastki
rzeczywiste w  przedziale (0;5) dla
me <~3; 6>.
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8. Zadania z parametrem

Przyktad 7°. Wyznacz liczbg pierwiastkow rzeczywistych rownania x- | x| =x+ cw zalezno-
$ci od parametru c.
Rozwigzanie:
Pierwszy sposdb:
Rozpatrzmy dwa przypadki:
1.x>0. Dane réwnanie przybiera wtedy postaé: (x) x*—x—c=0. Jego wyrdznik
A =1+ 4ciwowczas:

—gdy A <0, czyli gdy c<— %, to rownanie () nie ma pierwiastkow rzeczywistych;
—gdyA=0,czyligdyc=- %, to rownanie () ma jeden pierwiastek rzeczywisty x = %;
—gdy A> 0, czyli gdy ¢ >— %, to rownanie (x) ma dwa pierwiastki rzeczywiste

—/ /
x,= #C—, X,= #ﬁc_’ z ktorych pierwszy jest nieujemny dla ¢ < 0 (sprawdz

t0!), drugi zas jest dodatni dla kazdego ¢ >~ .
Wobec tego rownanie ():

—ma dwa pierwiastki rzeczywiste, gdy ¢ € (— 211—; 0);
—ma jeden pierwiastek rzeczywisty, gdy c=— —élf lub ¢> 0;

— nie ma pierwiastkOw rzeczywistych, gdy ¢ <— %

2.x< 0. Dane rownanie ma wtedy posta¢ (xx) x*+x+c=0. Jego wyréznik A=1-4c
i wowczas:

—gdy A<O, czyli gdy ¢> i, to rownanie (=) nie ma pierwiastkow rzeczywistych;
—gdy A=0,czyligdyc= %, to rownanie (x+) ma jeden pierwiastek rzeczywisty x ,=— %;

—gdy A> 0, czyli gdy c< l, to rownanie (=) ma dwa pierwiastki rzeczywiste

—1-J/1-4c . -1+ /1-4c
X =y X, =5,

1 2 2
z ktorych pierwszy jest ujemny dla kazdego ¢ < i, drugi zas dla ¢ > 0 (sprawdz to!). Wo-
bec tego rownanie (xx):

- ma dwa pierwiastki rzeczywiste, gdy c € (O; %),
- ma jeden pierwiastek rzeczywisty, gdy ¢ = % lub c< 0;
- nie ma pierwiastkow rzeczywistych, gdy ¢ > 71[

Ostatecznie wige rownanie x- | x| =x+ ¢ ma:

— trzy pierwiastki rzeczywiste, gdy c € <~ i; %),

b

-

— dwa pierwiastki rzeczywiste, gdy ¢ =— % lubc=

— jeden pierwiastek rzeczywisty, gdy c € (—oo; - %) U (i + oo).
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. Tréjmian kwadratowy

Drugi sposdb:

Przepiszmy rownanie x| x| =x+c w postaci x-| x| —x = ¢ i rozwazmy funkcje:

f(x)=x-|x|-xig(x)=cdlaxeRr.

Woweczas liczba pierwiastkOw rzeczywistych danego rownania odpowiadac bedzie licz-
bie punktow przecigcia sig wykresow funkeji f (x)ig (x), gdy x € R. Przyjrzyjmy si¢ zatem
wykresom tych funkcji na rycinie 1.30. Wcze$niej warto zauwazy¢, ze:

x*—x, gdyx=>0
—x*—x, gdyx<0, czyli

1 1
(x—§> -1 gdy x>0
f(x>:< 2
~<x+%> +%, gdy x< 0
Y
° m>g
! i —m=3
* 1 - —l<m<i
-1 <1 0 | 1 X
: = : m=-t
. m<s+

Ryc. 1.30.
Teraz widzimy, ze wykresy funkeji f (x)1i g (x) przecinaja sig:
—w trzech punktach, gdy —7}: <m< %;

—w dwoch punktach, gdy m =— 7}: lubm = %;

—

—w jednym punkcie, gdy m <— i lub m > T

Przyklad 8". Dla jakich wartosci parametru m pierwiastki rzeczywiste x,, x, rownania
2c*~(m—1)x+ (m+ 1) = 0 spetniajg warunek | x, —x,| = 1?
Rozwigzanie:

Mamy: |x —x,|=1 = (xl—xz)zzl P (xl+x2)2—4x1x2: 1, co na mocy wzoréw
2

Viéte’a rownowazne jest rownosci: ( 1 5 1) -2(m+1)=1
2

A1e<m2_1> “2(mA1)=1 = (m—1) -8(m+1)=4 < m*~ 10m— 1120 =

= m=-1lubm=10.
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8. Zadania z parametrem

Nalezy jeszcze sprawdzié, czy dla znalezionych wartosci m wyrdznik A réwnania
2¢* = (m—1)x+ (m+ 1) = 0jest nieujemny (tylko wtedy x, i x, s liczbami rzeczywistymi).

Obliczamy: A= (m—1) —4-2-(m+1)=m’~ 10m 7.

Dlamz—lmamyA:(—l)z—10-(—1)—7=4>0,zaédlam: 10 mamy
A=10*-10-10-7=-7<0.
Odpowiedz: Pierwiastki rzeczywiste x i x, rtéwnania 2x*— (m — 1) x+ (m + 1) = O spetnia-
jqwarunek‘xl—xz‘ =1,gdym=-1

Przyklad 9. Dla jakiej wartosci parametru m suma kwadratow pierwiastkow rzeczywistych
rownania x*+ (m —2) x— (m + 3) = 0 jest najmniejsza?
Rozwigzanie:
Niech x, i x, beda pierwiastkami rzeczywistymi tego rGwnania. Nalezy wyznaczyC takie
m, dla ktorego wyrozmk A danego réwnania jest nieujemny i suma x, Lx ]est najmniejsza.
Obliczamy:

LA=(m~- 2)2+ 4(m+3)=m’+ 16, zatem A > 0 dla kazdego m.

2.5 x) = (x,4x,) =20, x,= (m=2) 4 2(m+3)=m = 2m+ 10 = (m 1) +9

i widzimy, ze x]2 +x22 > 9 dla kazdego m, przy czym xf + x; =9dlam=1
Odpowiedz: Suma ta jest najmniejsza dlam = 1.

Przyklad 10°. Dla jakich wartosci catkowitych a pierwiastki réwnania (x)

(a—1)x*- (a2+ 1) x+a*+a=0s3 liczbami catkowitymi?

Rozwigzanie:

Rozréznimy dwa przypadki:
1.a=1. Rownanie () przybiera wtedy posta¢ —2x+2 =0 i ma oczywiScie pierwiastek
catkowity; jest nim liczba 1.

2.a# 1. Rownanie () jest wowczas kwadratowe. Niech x| i x be;dq pierwiastkami tego

a’+1 . a’+ a

rownania. Spelmaja WI1¢C rownosct x, +x2 = a—1 1L X -X,= a—

(wzory Viete’a).

2
. .. . . L . . .. . . at+1 . +
Poniewaz x i x, maja by¢ z zafozenia liczbami catkowitymi, wigc rownlezga_—l1 1 aa—_—f

musza by¢ liczbami catkowitymi.

2
el (9-1)+2 2
Stad 7 =77 =(a+1)+ =7 oraz
2
Pra (@=1)+(a-1)+2 5
. eS| =(a+1)+1+_=7.
2

Skoro mamy znalez¢ te wartosci catkowite a, dla ktorych liczby 4 +11 i gﬁ_ sa cal-

kowite, to muszg by¢ nimi te wartosci catkowite a, dla ktorych hczba 2 ]est catkowita.
Wobec tego liczba a—1 musi byé dzielnikiem 2. Stad a—1¢€ {—2, -1,1,2}, czyli
ac{-1,0,23}
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. Trojmian kwadratowy

Dla kazdej znalezionej wartosci catkowitej a, to znaczy dlaa € {-1,0,2, 3}, otrzymu-
jemy odpowiednio réwnania:

2= 2=0,-x*—x=0,x=5x+6=0,2¢>— 10x+ 12=0
i kazde z nich ma pierwiastki calkowite.
Odpowiedz: Pierwiastki danego réwnania sg liczbami catkowitymi dlaa € {-1,0,1,2,3}.

Przyklad 11°. Dane s3 réwnania: x*+mx+n=0ix>+px+q =0, ktérych wspotczynniki 1,
n, p iq s liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, ze jezeli mp =2 (n+g), to co najmniej jed-
no z tych rownan ma pierwiastki rzeczywiste.

Rozwiazanie:

Rozumujemy przez sprzeczno$¢. Zatézmy, ze zadne z podanych rownan nie ma pier-
wiastkow rzeczywistych. Wtedy ich wyr6zniki, odpowiednio A, =m*—4niA,=p*-4q, sa
liczbami ujemnymi. Wobec tego suma A + A, tez jest liczbg ujemng. Tymczasem na mocy
zalozenia:

A+A,=m’—dn+p’—4q=m’+p’—4(n+q)=m’+p’—2mp= (m—p)z,

co oczywiscie jest liczbg nieujemng. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi tezy zadania. O3

Pytania i zadania

1. Dla jakich warto$ci parametru m rownanie (m + 1) x* = 2x+ (m — 1) = 0 ma jeden pier-
wiastek rzeczywisty?

2. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie (m —2)x*+2(2m—3)x+5m—6=0ma
dwa pierwiastki rzeczywiste?

3. Dla jakich wartoSci parametru m pierwiastki rzeczywiste x, i x, rownania
x*+ (m+ 1) x+ 1= 0spelniajg nierownos¢ x12+x22< 3x,x,?

4. Wyznacz wszystkie wartoSci parametru a, dla ktorych jeden z pierwiastkOw rzeczywi-
stych rownania 4x* — 15x + 4a = 0 jest kwadratem drugiego.

5. Dla jakich wartosci parametru m réwnania 2x* — (3m +2) x+ 12 = 0,
4x*=(9m—2)x+ 36 = 0 majg wspolny pierwiastek?

6. Dla jakich wartoSci parametru k jeden z pierwiastkdw rzeczywistych rownania
(kz— Sk+ 3) x*+ (3k—1)x+ 2 = 0 jest dwukrotnoscia drugiego?

7. Dla jakich wartoSci parametru m suma odwrotnosci pierwiastkow rzeczywistych row-
nania 2x*— 2mx+m* -2 = 0 jest rowna 2?

8. Dla jakich wartosci parametru m suma kwadratoéw pierwiastkOw rzeczywistych rowna-
nia x>+ (m = 3)x+ (m—5) = 0 jest najmniejsza?

9". Dla jakiej warto$ci parametru m odwrotno$¢ sumy kwadratéw pierwiastkow rzeczywi-
stych rownania x* - mx+ 2m — 5 = 0 jest najwieksza?

10". Dla jakich wartosci parametru k réwnanie x*— 2mx+ (2m — k ) = 0 ma dwa pierwiast-

ki rzeczywiste dla kazdej liczby rzeczywistej m?
11. Udowodnij, ze jezeli rownanie x*+ px+ g = 0 ma pierwiastki rzeczywiste, to rownanie

x*+ ( a-— é) px+ <a - %) q =0, gdzie a # 0, ma takze pierwiastki rzeczywiste.
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8. Zadania z parametrem

12". Udowodnij, ze jezeli liczby rzeczywiste a, a,, a, i b, b,, b, spelniaja warunek
aa,ta,a,+a,a= 4(b1+ b2+b3), to co najmniej jedno z rownan: x*+a,x+b =0,
x’+a,x+b,=0,x*+a,x+b,=0ma pierwiastki rzeczywiste.

13". Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ r6znych od zera co naj-
mniej jedno z réwnan: ax® + 2bx + ¢ = 0, bx* + 2cx+a= 01 cx’ + 2ax+ b= 0 ma pier-
wiastki rzeczywiste.

14. Wyznacz wszystkie wartosci catkowite a, dla ktorych rownanie x*+ax+a = 0ma pier-

wiastek catkowity.

15". Dla jakich wartosci parametru m pierwiastki rownania 5x°—5(m —1)x+6m =0 s3
odpowiednio sinusem i cosinusem tego samego kata ostrego?

16™. Udowodnij, ze jezeli rownanie ax’ + bx+ ¢ = 0 ma pierwiastki rzeczywiste, to réwnanie

a’x*+ b’ x+ ¢’= 0 takze ma pierwiastki rzeczywiste.

17". Udowodnij, ze jezeli a, b i ¢ sa liczbami catkowitymi nieparzystymi, to rOwnanie
ax” + bx+ ¢ = 0 nie ma pierwiastkow wymiernych.

8.2. Nierownosci kwadratowe z parametrem

Przykiad 1. Dla jakich wartoSci parametru m nieroOwnosc:
(m=-2)x*+2(2m=3)x+(5m—-6)>0

zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x?

Rozwigzanie:
Rozr6znimy dwa przypadki:

1. m = 2. Dana nieréwnos¢ przybiera wtedy posta¢ 2x + 4 > 01 oczywiscie nie zachodzi dla
kazdej liczby rzeczywistej x.

2. m# 2. Dana nierownoS¢ jest wowczas nierownoscia kwadratowa i zachodzi dla kaz-
dej liczby rzeczywistej x, gdy spetnione sa warunki: m—2>01i A <0. Obliczmy wy-
roznik A:

2
A=(2(2m=3)) —4(m—-2)(5m~6)=
=4(4m’=12m+9)~4(5m’~ l6m+12)=
=4<~m2+ dm - 3) == 4(m2— dm + 3) == 4(m— 1)(m~ 3).
Teraz widzimy, ze:
m-2>0 m>?2
A<O (m=1)(m=3)>0

Odpowiedz: Dana nierdwnos¢ zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x, gdy m > 3.

= m-3>0 < m>3.

Przykiad 2. Dla jakich wartoéci parametru a nierowno$¢ (a — 1) x*+ (a— 1) x+a < 0 za-
chodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x?
Rozwigzanie:
Podobnie jak w poprzednim przykladzie rozr6znimy dwa przypadki:
1.a=1. Dana nier6wno$¢ jest wowczas réwnowazna nierownosci 1< 0; jest wiec
sprzeczna.
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. Tréjmian kwadratowy

2.a# 1. NierownoS¢ zachodzi wtedy dla kazdej liczby rzeczywistejx, gdya— 1< 0iA <0
Obliczmy A:
A=(a=1)-4(a=1)a=(a-1)(a-1-4a) :—3(a+%>(a— 1).

a—1<0
Nalezy wigc rozwigza¢ uktad nieréwnosci {_ 3 ( g+ %) (a-1)<0.

a—1<0 1 |
—3(a+%>(a—l)<0 = at3<0 = a<-3
Odpowiedz: Dana nieréwnos$¢ zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x, gdy a < — 1

3-
Przyklad 3", Dla jakich warto$ci parametru m zbior rozwigzaf nieréwnosci x*— 3x+2 < 0
zawiera si¢ w zbiorze rozwigzan nierownosci (x) mx*— (3m+ 1) x+ 3> 0?

Rozwigzanie:

Po rozwigzaniu w znany sposob nieréwnosci x° - 3x+ 2 < 0 widzimy, ze jest ona spet-
niona przez kazda liczbe z przedziatu (1; 2). Nalezy zatem wyznaczy¢ te warto$ci parame-
tru m, dla ktorych zbior rozwigzaf nieréwnosci (+) zawiera przedziat (1;2).

Rozréznimy tutaj dwa przypadki:
1.m=0. Nierownos¢ (*) przybiera wtedy posta¢ —x+3 >0 i jej zbidr rozwiazan, czyli

przedziat (—oc; 3), zawiera przedzial (1;2).
2. m# 0. Zauwazymy wowczas przede wszystkim, ze:
o= (3m+ 1) x+3 =mx (x=3) = (x=3) =m = —)(x 3).

Wobec tego mx*— (3m+1)x+3>0 = m(x——)(x 3)>0.

—Jesli m < 0, to zbiorem rozwigzan nieréwnosci m (x % (x—=3)>0 jest przedziat
<W; 3) i oczywiscie zawiera on przedzial (1;2).
— Gdy zas$ m > 0, to zbiorem rozwigzan nierownosci m (x— %) (x=3)>0jest:

a) suma przedzialow (—oo; L) U (3;+00), gdy % < 3, czyli gdy m > %, 1 zawiera ona

przedzial (1; 2),jeéli— 2, to jest gdy m < 5 (ryc. 1.31);

£ 1 | )

1 2 L 3

m

Ryc. 1.31.

7

b) suma przedzialow (—oo;3) U (% + oo), gdy % >3, czyli gdy m < L oczywiscie za-

b

wiera ona przedzial (1;2) (ryc. 1.32);

M |

1 3 w

Ryc. 1.32.

l\.)l»—\

Odpowiedz: m <
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9. Zadania prowadzace do réwnan i nieréwnos$ci kwadratowych

Pytania i zadania

1. Dla jakich wartosci parametru m nier6wnoS$¢ mx’ — 4x+m + 3 > 0 bedzie spetniona dla
kazdej liczby rzeczywistej x?

2. Wyznacz te warto$ci parametru m, dla ktérych nierownos¢
(1 - mz) x”+2(1=m)x—2 < 0zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x.

3. Dla jakich wartosci parametru k nierownos¢ x° — kx+ 2 < 0 zachodzi dla kazdej liczby
z przedziatu (1;2)?

4. Dla jakich wartosci m nieréwno$¢ x° — 2 (m + 1) x+ 2m*+ 3m — 1 > 0 bedzie prawdziwa
dla kazdej liczby rzeczywistej x?

5". Dla jakich warto$ci parametru mn najmniejsza wartoS¢ funkcji

f(x)=x’-x+m’=2m+ le-bc;dzie liczba z przedziatu (1; 4)?
6"". Udowodnij, ze jezeli nierowno$¢ x* + px + g > 0, gdzie p i g sa liczbami catkowitymi, za-
chodzi dla kazdej liczby catkowitej x, to zachodzi ona dla kazdej liczby rzeczywistej x.

9. Zadania prowadzace do rownai i nierownos$ci kwadratowych

Podamy tutaj przyktady zadan, ktorych rozwigzanie prowadzi do rownan lub nierow-
nosci kwadratowych.

Przyklad 1. W turnieju szachowym kazdy z zawodnikow rozegrat z kazdym z pozostatych po
dwie partie. Ilu zawodnikow wzigto udziat w tym turnieju, jesli ogétem rozegrano 182 partie?
Rozwigzanie:

Zalozmy, ze w turnieju tym wziglo udzial x zawodnikoéw. Kazdy z nich rozegrat
2(x— 1) partii. Wobec tego wszyscy rozegrali facznie 2 (x— 1) -x- —é— partii, gdyz w grze
w szachy biorg udzial dwie osoby. Stad otrzymujemy roOwnanie x (x—1) =182, czyli row-
nanie x> —x— 182 = 0, ktorego rozwigzaniami sg liczby x, = —13, x, = 14. Tylko druga z tych
liczb odpowiada tresci zadania.

Odpowiedz: W turnieju tym wzigto udziat 14 zawodnikow.

Przyklad 2. Ktory wielokat wypukly ma 14 przekatnych?
Rozwigzanie:

n(n-3)

Wiadomo, ze jezeli wielokat wypukly ma n bokow, to ma ———— przekatnych,
poniewaz z kazdego wierzchotka n-kata wychodzi n — 3 przekatnych, a wierzchotkow w n-
kacie jest n, przy czym kazda z przekatnych liczymy w ten sposob dwukrotnie. Wobec tego
otrzymujemy réwnanie &2_3—) = 14, czyli rownanie n”° — 3n — 28 = 0, ktérego rozwigzania-
mi sg liczby n,=—4 i n,= 7. Pierwsza z nich odrzucamy, gdyz nie spetnia warunku zadania.
Odpowiedz: 14 przekatnych ma siedmiokat.

Przyklad 3. Bartek wplacit do pewnego banku 10000 zt. Po dwoch latach, w ciggu ktorych

ani nie doplacat, ani nie podejmowat pieni¢dzy, odebrat kwote 12100 ztotych. Jakie bylo
oprocentowanie wkiadu w tym banku?
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Rozwigzanie:

Zalozmy, ze oprocentowanie wktadu w tym banku wynosix%. W zwiazku z tym po ro-

ku bank dopisal Bartkowi na koncie 10000-%6=100x zl, a po dwoch latach

(10000 + 100x) - ﬁ =100x+x*> zl. Z treSci zadania wynika wiec rdéwnanie
10000 + 100x+ 100x+x>= 12100, czyli rownanie x*+ 200x — 2100 = 0, ktorego rozwigza-

niem sg liczby x, = =210, x, = 10, przy czym pierwsza z nich nie odpowiada tresci zadania.
Odpowiedz: W banku tym oprocentowanie wktadu wynosito 10%.

Przyklad 4. Na samym brzegu strumienia rosia to- !
pola. Wiatr ztamat ja na wysokosci trzech jedno- X
stek dlugosci nad ziemig i topola upadia ‘
prostopadle do strumienia tak, ze jej wierzcholek
opart si¢ o drugi brzeg. Strumien mial szerokos¢
czterech jednostek. Jak wysoka byla topola?
Rozwiazanie:

Oznaczmy przez x dlugo$¢ czesci topoli od
miejsca zlamania do wierzchotka. Zgodnie z tre-
Scig zadania otrzymujemy trojkat prostokatny (ryc.
1.33) o przyprostokatnych 3 i 4 i przeciwprostokat-
nej x. Z twierdzenia Pitagorasa wynika rownanie
x*=3"+4% skad x=5, bo x>0. Wobec tego
x+3=8.

Odpowiedz: Wysoko$¢ topoli wynosita 8 jednostek.

Ryc. 1.33.

Przyklad 5. Mamy ogrodzi¢ prostokatna dziatke, ktorej jeden bok jest o 10 m diuzszy od
drugiego, pole za$ wynosi 1200 m?. Jakie wymiary ma ta dzialka?
Rozwiazanie:

Oznaczmy przez x szerokoS¢ tej dzialki. Zatem jej dtugos¢ wynosi x +10. Wobec tego
jej pole jest rowne x(x+10), a z tresci zadania wiemy, ze 1200 m2 Stad rownanie
x(x+10) = 1200, czyli rtownanie x* + 10x — 1200 = 0, ktorego rozwigzaniem dodatnim jest
liczba 30.

Odpowiedz: Dziatka ma wymiary 30 x 40.

Przyklad 6. Dwie wieze stoja w odleglosci 60
tokei od siebie. Wysokos¢ jednej wynosi 50 fokci,
a drugiej 40 tokci. Pomigdzy wiezami jest stud-
nia, jednakowo oddalona od wierzchotkéw obu
wiez. Jak daleko znajduje si¢ studnia od podsta-
wy kazdej z wiez?

Rozwigzanie:

Oznaczmy przezx odleglos¢ studni od podsta-
wy jednej z wiez, a przez y — odleglos$¢ studni od
wierzcholkow kazdej z tych wiez (ryc. 1.34).
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy rownania Ryc. 1.34.
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9. Zadania prowadzace do réwnan i nierownosci kwadratowych

¥ =x*+50%1y*=(60 —x)2+ 407, a stad réwnanie x*+ 50%= (60 —x)2+ 40°. Rozwigzujac
je, otrzymujemy kolejno réwnania:

(60 —x) —x= 50— 402,

(60 —x+x)(60 —x—x) = (50— 40)(50 + 40),

60 (60— 2x)=10-90,

60-2(30-x)=10-90,

30 —x= %, skad x=22,5.

Odpowiedz: Studnia znajduje si¢ w odleglo$ci odpowiednio 22,5 i 37,5 tokci od podstaw wiez.
Przykiad 7. Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 10. Jezeli te liczbe pomnozymy przez
liczbe otrzymana z danej przez przestawienie cyfr, to otrzymamy 2701. Co to za liczba?
Rozwiazanie:

Oznaczmy jedna z cyfr szukanej liczby, na przyktad cyfre jednosci, przezx, druga jest wigc
rowna 10 — x. Wobec tego w zadaniu jest mowa o liczbach 10x+ (10 —x) 110 (10 —x) +x.
Z tresci zadania otrzymujemy rownanie [10x+ (10 —x)] : [10 (10-x) +x] = 2701, ktore jest
rownowazne kolejno rownaniom:

(9%+10)(100-9x)=2701, —8Lx*+810x—1701=0, x’—10x+21=0.

Po rozwigzaniu ostatniego z nich otrzymujemy x =3, x,="7.

Odpowiedz: Szukane liczby to 371 73.

Przyklad 8. Jakie wielokaty wypukie maja co najmniej dwa razy wiecej przekatnych niz
bokow?
Rozwiazanie:

(n=3)n

Wiemy, ze wielokat wypukly o n bokach (1> 4) ma ~——5—— przekatnych. Zadanie

(n=3)n

sprowadza si¢ do rozwigzania nierownosci 2n < — - Po przeksztalceniu jej otrzymu-
jemy kolejno nieréwnosci:

4n<(n-3)-n  /[:n,bonz4,

4<n-3

nz=T.
Odpowiedz: Wielokaty wypukte o co najmniej 7 bokach (siedmiokaty, o§miokaty itd.).
Przyklad 9. Dla jakich wartoSci parametru m proste o réwnaniach y=x+m+1
1y= 26— 2m przecinajg si¢ w kole o srodku O = (0;0) i promieniu r = /52
Rozwiazanie:

Znajdujemy najpierw punkt przecigcia si¢ prostych o danych réwnaniach przez roz-
wigzanie ukladu tych réwnan; otrzymujemy kolejno uktady:

y=x+m+1 2x—-2m=x+m+1 x=3m+1
y=2x—2m, y=2%-2m, y:2(3m+1)—2m
x=3m+1

1 ostatecznie
{ y=4m+ 2.
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|. Trojmian kwadratowy

Punkt P=(3m + 1;4m + 2) nalezy do kota o §rodku O = (0;0)1 promieniu r= /5 wte-

dy, gdy OP< r, czyli gdy zachodzi nieréwnosé / (3m + 1)2 +(4m + 2)2 </5 2, a wiec takze
kazda z kolejno rownowaznych jej nierownosci:

(3m+ 1)2+ (4m + 2)2< 5

Im*+6m+ 1+ 16m*+ 16m+4 <5,

25m*+22m <0,

22
25m<m + ﬁ) <0,

Rozwiazaniem ostatniej z nich jest kazda liczba m € <— %; 0>.

Odpowiedz: Proste o danych rownaniach przecinaja si¢ w kole o Srodku o Srodku O

22 o>.

i promieniurdlam € <— 5%

Pytania i zadania

1. Podczas rozgrywek pitkarskich rozegrano facznie 30 meczéw. Druzyny zostaly podzielo-
ne na dwie rownoliczne grupy. W jednej grupie kazda druzyna rozgrywala z kazda inng
po dwa mecze, a w drugiej po trzy mecze. Ile druzyn brato udzial w tych rozgrywkach?

2. Odgtos upadajgcego na dno studni kamienia uslyszano w 4 s od chwili swobodnego

- puszczenia go. Oblicz glgbokos¢ tej studni, przyjmujac predko$c glosu = 330 m/s i przy-
spieszenie ziemskie = 10 m/s%

3. W pewnym wielokacie wypuklym przekatnych jest o 12 wigcej niz bokow. Jaki to wielokgt?

4. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb nieparzystych wynosi 371. Jakie to liczby?

5. Kwiat lotosu wyrést nad powierzchni¢ wody na 4 stopy. Pod naporem wiatru zanurzyt
sie w wodzie w odleglosci 16 stop od miejsca, w ktorym byt wezesniej widoczny nad wo-
da. Jaka byla glgbokoS¢ wody?

6. Kwadrat piatej czesci stada malp zmniejszonej o 3 schowal si¢ w jaskini. Na zewnatrz
zostala jedna matpa, ktéra weszla na drzewo. Ile byto malp w tym stadzie?

7. W sali kinowej byto 320 miejsc. Po dodaniu w kazdym rzedzie czterech krzeset i dosta-
wieniu jeszcze jednego rzedu krzesel sala ma 420 miejsc. Ile rzedow krzesel byto w tej
sali na poczatku?

8. Srodki bokéw prostokata o obwodzie rownym 28 cm sg wierzchotkami rombu o boku
5 cm. Wyznacz dlugosci bokow tego prostokata.

9. Suma liczb wierzchotkéw dwoch wielokatow wypuktych wynosi 21. Jeden z tych wielokgtow
ma dwa razy wiecej przekatnych niz drugi. Ile wierzchotkow ma kazdy z tych wielokatow?
10. Przednie koto wozu wykonuje na drodze o dtugosci 14 km o 3000 obrotoéw wigcej niz

tylne. Jezeli obwody tych kot powiekszymy o pol metra, to na tej samej drodze przed-
nie koto wykona o 2100 obrotéw wigcej niz tylne. Wyznacz obwod kazdego z tych kof.
11°. Niech M bedzie srodkiem boku AB prostokata ABCD. Dwusieczna kata BCD dzieli
trojkat AMD na dwa wielokaty o réwnych polach. Wyznacz dtugos$¢ boku AD, jesli
bok CD ma dtugos¢ 4.
12°. Dla jakich wartos$ci parametru a prosta o rownaniu x—y+a = 0 bedzie rozlgczna
z kotem o $§rodku S = (— I; O) i promieniu r= ﬂ?
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1. Wielomian jednej zmiennej, stopien wielomianu, rownos$¢ dwoch wielomianow

Il. Wielomiany
1. Wielomian jednej zmiennej, stopien wielomianu, rowno$¢ dwdch
wielomianow

Rozpatrywane przez nas dotad funkcje liniowe i funkcje kwadratowe naleza do szero-
kiej klasy funkcji zwanych funkcjami wielomianowymi lub wielomianami.

Funkcje f okreslona dla dowolnej wartoSci rzeczywistej x wzorem:
f(x)=a,x"+a, x""'+..+a,x’+ax+a,
gdziea, ,a, ..., a,,a,,a,sa danymiliczbami rzeczywistymi, nazywamy wielomianem jed-

nej zmiennej rzeczywistej x.

Liczbya ,a, _,,...,a,,a,,a,nazywamy wspélczynnikami wielomianu.
Liczbg k nazywamy wskaznikiem wspoOiczynnika a, i czytamy:

symbol a jako ,,a ze wskaznikiem 0” lub ,,a zero”,

symbol a, jako ,,a ze wskaznikiem 17 lub ,,a jeden” itd.,

symbol a, jako ,,a ze wskaznikiem n” lub ,,a en”.

Jezelia, # 0, to liczb¢ n nazywamy stopniem wielomianu fi piszemy: st f= n. Tak wiec:

—wielomian x + 2 jest pierwszego stopnia,
— wielomian —3x?+ 2x + 1 jest drugiego stopnia,
—wielomian 2x*— x”+ 2x* — 3x — 2 jest czwartego stopnia.

Wspotczynnik a, # 0 wielomianu f okreSla si¢ tez mianem wspélczynnika kierujacego,
za$ wspOlczynnik a, — wyrazu wolnego. Jezeli a, = 1, to wielomian f nazywamy unormowa-
nym. Na przyktad wielomianami unormowanymi sa wielomiany: x—2, x*+ 5x —6,
xP+2x7+ 1.

Wielomian f (x)=a,x"+a, x""'+..+a,x’+ax+a,wktorymn=0ia,=0, na-
zywamy wielomianem zerowym, wtedy bowiem dla kazdego x zachodzi f (x) = 0. Przyj-
mujemy, ze wiclomian zerowy nie ma stopnia. Jezeli n=01i a,# 0, to wielomian f jest
wielomianem stalym a stopnia zerowego.

Bedziemy si¢ zajmowac glownie wielomianami zmiennej rzeczywistej o wspolczynni-
kach rzeczywistych, cho¢ w niektorych zadaniach wystapia wielomiany majace wspotczyn-
niki wymierne lub catkowite.

Zdanie: ,,Wielomian f (x) jest wielomianem zerowym.” zapiszemy: f (x) = 0. Wielo-
miany i zmienng bedziemy oczywiscie oznacza¢ réznymi literami. Ponadto wielomiany za-
pisywa¢ bedziemy zawsze albo wedlug malejacych wyktadnikdw potgg zmiennej, na
przyktad W (x) = 3x° = 2x*+x”+ 2x” + x — 1, albo wedlug rosnacych wyktadnikow poteg
zmiennej, na przykiad P (1) =2 — 3x +x7 — 4x°.

Wartoscig wielomianu f (x)=a,x"+a,_ x"~'+...+a,x+a,w punkcie x, nazywamy
. n n—1 T o s
liczbe f(xo) =a,x,+ta, _,x, +..+ax,+a, Jezeli f(xo) =0, to x, nazywamy miej-

-1

scem zerowym lub pierwiastkiem wielomianu f.
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Il. Wielomiany

Wiemy, ze funkcja f i funkcja g jednej zmiennej sa rowne, gdy sa okreSlone w tej sa-
mej dziedzinie i dla kazdej wartosci zmiennej przybieraja te same wartoSci. Zatem wie-
lomiany:

1

—_ n n—
W(x)=a,x"+a, x""'+..+ax+a,

i P(x)=bx"+b, _ x""'+ ... +bx+b,gdzie x ER,

sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy W (Z) =P (t) dla kazdej liczby rzeczywistej ¢. Piszemy
wowczas: W (x) = P (x). Zachodzi nastgpujace twierdzenie:

-

Twierdzenie
Dwa wielomiany sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i majg row-
ne wspolczynniki przy odpowiednich potggach zmiennej. Tak wigc, jesli:

Wilxy—a v ka3t

+...+ax+a,gdziea #0,
iP(x)-bx+h k& wbath bdvich £0,

to A\ W(x)=P(x) « n=k i a=b, a

Gdyn=kia,=b,a, =b _,...,a,=b a,=b,,to oczywiscie W (x)=P(x)dla kaz-
dej liczby rzeczywistej x. Dowod, ze gdy W (x) = P (x) dla kazdej liczby rzeczywistej x, to
n=kia =b ,a _=b _,,...,a,=b,a,= b,— pomijamy. Na przyktad:

i tmxi-nx—p=x’-2x +x-1
wtedy i tylko wtedy, gdym=-2,n=-1, p=1

Jednomianem stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje:

(*)y=ax", gdzie neN, a#0 i xER.

Dla n = 0 jednomian ten ma posta¢ ax’, wiec przyjmuje wartos¢ a dla kazdego x # 0,
nie jest za$ okreslony, gdy x = 0. Nadajac mu w punkcie x = 0 warto$¢ a, rozszerzamy dzie-
dzine funkcji y = ax° na caly zbior R liczb rzeczywistych. W ten sposob jednomian ax’ sta-
je si¢ okreslony dla kazdej liczby rzeczywistej x i ma stale warto$¢ a. Jednomiany tego
samego stopnia tej samej zmiennej nazywamy podobnymi. Na przykfad jednomianami po-
dobnymi s3:

2x, —x, %x; -0,5x% 2x?, %x2; at®, bt*, ct®
natomiast na przyktad jednomiany: %x, —3x?, 2x° nie sa podobne. Jednomiany podobne

mozna redukowacd, zastepujac ich sume jednym jednomianem. Na przyktad:
—2x%+ 5x%—x%=5x2—3x?=2x%

13 3,13 1
2t l+4l—4

Jednomian zerowy, ktory moze przyjaé rézna postaé, na przyktad 0 - x% 0 -y*, 0 - #*itp.,
uznajemy za podobny do kazdego jednomianu.

t3
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1. Wielomian jednej zmiennej, stopien wielomianu, rowno$¢ dwadch wielomianow

Zachodzi wigc nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Suma jednomian6éw podobnych jest jednomianem do nich podobnym.

Whniosek. Kazdy wielomian jest albo jednomianem, albo suma jednomianow.
Jednomiany a x",a, _ x"~ L a,x 1 a, wielomianu:

— n n—1 : .
f(x)=a,x"+a, x"~'+..+ax+a, nazywamy jego wyrazami.

Pytania i zadania

Co to jest wielomian jednej zmienne;j?

Jak okreSlamy stopien wielomianu?

Co to jest wielomian zerowy?

Podaj okreSlenie: jednomianu stopnia n, jednomianéw podobnych.
Kiedy dwa wielomiany sa rowne?

Okresl stopnie wielomianow:

a)—3x°+2x°—x’+ | b) 0,5x* = 3x’+ 2x° + x — 1;

AN i e

C)5—2x"—x’+4x" - x; d) 2x —x*+ 40— 8x ¥+ x°—x”.
7. Dany jest wielomian W (x) = x*— 2x*— x — 3. Oblicz:
W (0),  b)W(1), )W (-1), W (/2 W (-/2)
8". Dany jest wielomian: P (x)=x""—12x"°+ 12x"" = 12x"+ ... = 12x*+ 12x — L.
Oblicz P (11).
9. Dany jest wielomian f (x) = 2x—3x*+ <1 - /5) x — 1. Oblicz:
a)f(V2) b f(1+/2) o f(3-/2)
10. Wyznacz wspolczynniki b i ¢ wielomianu f(x)=3x*+bx +¢, wiedzac, ze f(1)=3
if(-1)=0.
11. Dany jest wielomian P (x) = x> = 6x”+ ax + b. Wyznacz aib, jesli f (4) =61 f (1) = 0.
12. Wyznacz wspOlezynniki a, b, ¢ wiclomianu P(x)=x’+ax’+bx+c tak, aby
P(-1)=-2,P(1)=4,P(2)=4.
13. Wyznacz tak wspolczynniki a, b, ¢, aby nastepujace wielomiany byly rowne:
a)2x°—x’+x+4 i ax’+(2a+b)x’+(2b+c)x + 24

b)12x° - 40x*+27x =5 i 3ax’+ (—a+3b)x*+ (=b+3c)x - ¢
)2’ +x*+5x+11i(a+c)x’+(~a+b)x’+(a-b+3c)x+b.

14°. Wykaz, ze jezeli wielomian f (x)=ax’+ bx*+ cx +d o wspolczynnikach catkowitych
przyjmuje dla x = 01 x = 1 wartoSci nieparzyste, to nie ma pierwiastkdw catkowitych.
15", Udowodnij, ze wielomian W (x ) = ax’+ bx*+ cx + d przyjmuje dla kazdej calkowitej
wartoSci x wartosS¢ calkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczby 6a, 2b,a + b + ¢ 1 dsa
calkowite.
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II. Wielomiany

2. Dziatania na wielomianach

Okreslimy tutaj dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow.

\ Sumg wielomianéw fi g nazywamy taki wielomian 4, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
Y | zachodzi rowno§¢ h(x) =f (x) + g (x).

Zauwazmy, ze wspoOlczynniki wielomianu 4 sg sumami odpowiednich wspotczynnikow
wielomianow f1 g. Dokfadniej, jesli:

— -1 4 _ k k—1
f(x)=a,x"+a, x"'+..+ax+a, zas g(x)=bx"+b,_ x""'+. .. +bx+b,

gdziea # 0ib,# 0, to dla kazdego x:

n n—=1 k+1 k .
ax"+a, _ x"" +..+a ,x +<ak+bk>x +...+<a0+b0),gdyn>k,

f(x)+g(x)= (an+bn)x”+<an_1+bn_1)x"_l+ o+ (a+b)x+(a,+b,).gdyn=k
box' + .. +b,  x" '+ (a,+b)x"+ . +(a+b)x+(a,+b,).gdyn <k

Whiosek. Stopien sumy wielomianow nie przekracza wigkszego sposrod stopni tych wielo-
mianéw lub suma wielomianéw jest wielomianem zerowym Jesli zatem f (x) ig(x)sa
wielomianami, to st(f(x) + g(x)) < max{st f(x)stg(x } lub f(x)+g(x)=0.
Przykiad 1. Wyznacz sume wielomianéw W (x) i P(x), gdy W (x) =—5x*+3x*+2,
P(x)=x’=x+3x~4.
Rozwiazanie:

Mamy:

W(x)+P(x)= (—5x4+ 3+ 2) + (x3—x2+ 3x — 4) =

=—5x'+x’+ <3x2—x2) +3x+(2-4)==5x"+x7+ 2%+ 3x - 2.

Podobnie okre§lamy r6znice wielomianow.

Roéznicg wiclomianow fi g nazywamy taki wielomian A, ze dla kazdej liczby rzeczywistéj X
zachodzi rowno§¢ h(x) =f (x) — g (x).

Or—
)

Stwierdzamy wiec, ze jezeli:

f(x)=a,x"+a, x" '+ .. +ax+a,ig(x)=bx"+b _ x""'+. . +bx+b,

gdziea #0ib # 0, to f— g ma wspoOiczynniki b@dace roznicami odpowiednich wspoiczynni-
kow Wlelomlanow fig. Stad:

k +

ax"+..+a,, x 1+(ak—bk)xk+ +(al—bl)x+<a0—b0),gdyn>k;
f(x)-g(x)= (an—bn>x"+ +(al—bl)x+(a0—b0),gdyn=k;
-b x*—...=b x"“+(an—bn)x”+ +(a —bl)x+(a0—b0),gdyn<k.

n+1 1

Zatem stopien rdznicy dwoch wielomianéw okresla si¢ podobnie jak stopieni ich sumy.
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2. Dzialania na wielomianach

Przyklad 2. Wyznacz roznice wielomianow W (x)i P (x), gdy
W(x)==dx'+2x°—x+2,P(x)=—x"=5x"=3x’+x* = 3x — L.
Rozwigzanie:
Mamy:
W(x)-P(x)= (—4x4+ 2x*—x+ 2) - (—xs— Sx*=3x +x*-3x - 1) =
=+ (—4+5)x + 37+ (2 - 1) x?+ (=1+3)x+(2+1) =
=x’+x*+ 37+ x7+ 2x + 3.

Iloczyn wielomianéw okreslamy podobnie jak ich sumg i roznicg.

Iloczynem wielomianow fi g nazywamy taki wielomian £, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x \]
zachodzi r6wno$¢ h(x)=f (x)-g(x). v

Tum—

Wyznaczmy teraz wspotezynniki wielomianu f (x)- g (x ) w zaleznoci od wspotczynni-
kow wielomiandw f1 g.
Niech f (x)=a,x"+a, x""'+..+ax+a,

n-—1
za§g(x)=b,x"+b, _ x*

-1
X +...+b1x+b0.

Wowczas dla kazdej liczby rzeczywistej x:

f(X)-g(x):<a”x”+an_ x"“‘+...+a1x+a0)<bkx"+bk_

1 XL bx+b)=

1

zanbkx"+"+(anb +a b)x"*k’]+<ab +a b

n+k-2
k-1 n—1"%k n_ k-2 n—1 +a b)'x +

k=1 n—2"k

+... +<a2b0+albl+aob2)x2+(albo+aobl)x+a0bo.

Istotnie, (n + k)—tq (czyt. en plus katg) potege x mozemy otrzymac jedynie przez po-
mnozenie jednomianu a, x" przez b, x*, a kazda nizsza potege x, na przyktad x', otrzyma-
my przez pomnozenie takich wyrazow a,x" i b x’, ze r+s=1. Wspolczynnik przy x'
w iloczynie wielomianow f (x )i g (x)jest zatem suma wszystkich takich iloczynow a, b , ze
r+s=1 czyli

F(x) g(x)=..+(ab,+a, b+..+ab, \+ab)x'+...

071
Whiosek. Stopien iloczynu niezerowych wielomianéw réwny jest sumie stopni czynnikow.
Jesliwigc W (x) £ 0i P (x) £ 0, to st(W(x) P(x)) =stW(x)+stP(x).
Przyklad 3. Wyznacz iloczyn wiclomianow W (x)i P(x), gdy W (x)=4x’ = 2x>+x— 1,
P(x)=x*+x.
Rozwigzanie:

Mamy:

W(x)-P(x):<4x3—2x2+x— 1><x2+x>=

=4x* X7+ 4x3-x+(—2x2)-x2+(—2x2>-x+x-x2+x~x+(—l)~x2+(—1)-x=

=4+ (4-2)x*+ (-2+ 1)+ (1 - 1)’ —x =4+ 2x* —x" - x.
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II. Wielomiany

Uporzadkowanie wielomianu danego w postaci sumy, réznicy lub iloczynu wielomia-
nOw oznacza:
—wykonanie wskazanych dziatan,

—zredukowanie wyrazow podobnych,
— zapisanie go w postaci sumy jednomianéw wedtug rosnacych lub malejacych wyktadni-
koéw poteg zmienne;.
Aby unikng¢ btedéw przy wykonywaniu dziatan na wielomianach, warto przestrzegac
nastepujacych zasad:
—wielomiany porzadkujemy wedtug rosnacych lub malejacych wyktadnikow poteg zmien-
ney;
—rachunki zapisujemy tak, aby tatwo bylo redukowac wyrazy podobne;

— ostateczny wynik zapisujemy w uporzadkowany sposob.

Przyklad 4. Oblicz W (x) + P (x), jesli:
W(x)=3x"=4x*+3x*—x+1,
P(x)=x"=3x"+2x"+ 4.

Rozwiazanie:

Mamy:
W(x)=3x"=4x"+3x*~x+1
"

P(x)=x*=3x"+2x7+ 4x

W(x)+P(x)=3x"=3x"=3x>+ 5x7+3x + L.
Przyklad 5. Wyznacz W (1) — P (1), jesli:

W(t)=1+t=1*+1>=1"+1’,

P(t)=1-t-1*~1"~1"

Rozwiazanie:
Mamy:

W(t)=1+t=1*+0 ="+

P(t)=1-t-1*~1~1*

W(t)=P(1)=2t+20+ =21+ 20+ 1.
Przyklad 6. Oblicz F (x) -G (x), jesli:
F(x)=ayx’+a,x’+ax+a,iG(x)=bx’+b,x*+b x+b,

Rozwigzanie:
Postuzmy sie tabelka:
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2. Dziatania na wielomianach

as; a, a,

by | asb, a,b, a,b,
a, b,
b, | asb, a,b,
b, | asb, a,b, a, b,

b, | a;b, a,b,

a,b,

NN
NN

Widzimy teraz, ze:

NAN

— sumy iloczynéw wpisanych kolejno na przekatnych sg wspotczynnikami przy odpowied-

nich potegach zmiennej;

— suma wskaznikoéw w kazdym iloczynie na danej przekatnej jest stala i rowna wykfadni-

kowi odpowiedniej potegi zmiennej.

Dlatego:

F(x)vG(x)=a3b3x6+<a3b2+ a2b3)x5+(a3bl+a2b2+ ale)x4+

+<a3b0+a2bl+a1b2+a0b3>x3+(a2b0+ a1b1+a0b2)x2+(alb0+ aobl)x+a0b0.

Pytania i zadania

1. Podaj okre§lenie sumy, rdznicy i iloczynu dwoch wielomianow.

2. Jak okres§la si¢ stopien sumy, roznicy i iloczynu dwoch wielomianow?

3. Podaj przykiad takich wielomianow f1i g, aby:

a)st(f+g)=max{st f,stg};

b)st(f+g)=max{st f,stg}—2;

c)st(f-g)=max{st f,stg}.
4. Wykonaj dziatania:

a) <4x2—2x+ 1>+(x3~2x2—x+ 1);

b)(2x3—x+ 1>—<x3—x2+2x—2);

c)(6x3—2x2+x~ 1>—<2x3+ 2x2—3x+2>—<4x3—4x2+4x—3).

5. Wykonaj dziatania:

a)<x2+5x—6)(x+1); b)(x—1)<x3+x2+x+l>;

c)(x—1)(x+ 1)(x2+ l).
6. Wyznacz takie wspotczynniki a, b, ¢, aby W (x) = P (x), gdy:

a) W (x)=6x>=23x2+29x— 12 i P(x)=(x—1)(ax>+bx +c);

bYW (x)=a(x=2)(x=3)+b(x=1)(x=3)+c(x=1)(x-2)

i P(x):sz— 19x + 18.
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Il. Wielomiany

7". Jaki jest stopief wielomianu (x+1) (x2 + 1) (x“ + 1) s ( 2"+ 1)?
8. Wyznacz wspotczynniki przy x'° i x* w wielomianie (x — 1) (x = 2)(x = 3)...(x - 10).
9'. Wyznacz wielomiany P (x) i Q(x)najnizszego stopnia, dla ktorych
<x4— 2x°— 4x*+ 6x + 1)P(x) =x'- <x3— 5x — 3>Q(x).
107, Dany jest wielomian f (x) = ax*+ bx’+ cx”+ dx + e 0 wspdiczynnikach catkowitych.
Udowodnij, ze jezeli 7 ' f (x) dla kazdej liczby catkowitej x, to wszystkie wspolczyn-
niki tego wielomianu sg podzielne przez 7.

11". Wyznacz sume wspOlczynnikow wielomianu:
2003

2002
W(x)=3(x"=3x+3)  —4(x’+2x7-4)
12". Dla jakich a i b wielomian W (x) = x*+ ax’+ bx”— 8x + 1 jest kwadratem innego wie-
lomianu?

3. Twierdzenie o dzieleniu z reszta. Podzielno$¢ wielomianow

Dzielenie wielomianow jest podobne do dzielenia liczb catkowitych. Przypomnijmy so-
bie zatem najpierw pewne fakty z teorii podzielnosci liczb calkowitych, omawiane w kla-
sie pierwszej.

Wiemy, ze prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.

Dla kazdej pary liczb catkowitych a i b, gdzie b # 0, istnieje doktadnie jedna para liczb
catkowitych ki r taka, zea=k -b+r i 0 <r<|b|

Liczby k i r to odpowiednio iloraz i reszta z dzielenia a przez b. Jezeli r = 0, to mowimy,
ze liczba a jest podzielna przez b lub ze b jest dzielnikiem (albo podzielnikiem) liczby a, co
zapisujemy b | a. Tak wigc:

bla = VYV a=kb

kecC

Pamietamy tez, ze 0 nie jest dzielnikiem zadnej liczby catkowite;.

Podzieli¢ liczbe catkowita a przez liczbg catkowita b # 0 oznacza zatem znalez¢ iloraz k
ireszte r z dzielenia a przez b. Warto rdwniez przypomniec¢ sobie algorytm dzielenia liczb cat-
kowitych.

Przyklad 1. Podziel liczbe 24301 przez 101.
Rozwiazanie:

24301 : 101 = 240
-202
410
-404
61.
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3. Twierdzenie o dzieleniu z reszta. Podzielnos¢ wielomianow

Mamy wigc:
24301 = 101 -240 + 61
| Lol |
a = b -k +r i 61 < 101.
dzielna dzielnik iloraz reszta

Przyklad 2. Podziel 24341 przez 241.
Rozwigzanie:

24341 : 241 = 101
-241

241
241

0.
Mamy zatem:

24341 = 241-101 + 0.

| | l |
a = b - - k+r
dzielna dzielnik iloraz reszta

Poniewaz r = 0, wigc 241|24341.

Powr6émy do wielomianéw. Zachodzi nastgpujgce twierdzenie:

Twierdzenie 2.

Dla kazdej pary wielomianow f (x) i g(x), gdzie g (x) 0, istnieje dokladnie jedna

para wielomianéw 4 (x)ir(x)taka, ze f (x)=g(x) h(x)+r(x) i str(x)<stg(x)lub
r(x)=0.

\

Jezelir (x) = 0, to méwimy, ze wielomian f (x ) jest podzielny przez wielomian g (x ) lub

ze wielomian g (x)jest dzielnikiem wielomianu f (x ), co zapisujemy: g (x) l f(x).
Tak wiec: :

g(x)’f(x) = hX) f(x)=g(x) h(x), gdzie h(x)jest wielomianem.

Twierdzenia o dzieleniu z resztg nie bedziemy dowodzi¢, gdyz wykracza to znacznie
poza ramy naszego podre¢cznika. Zapamietajmy, ze podzielenie wielomianu f (x) przez

niezerowy wielomian g (x) oznacza znalezienie ilorazu i reszty z dzielenia f (x) przez
g (x). Przesledzmy to na konkretnych przyktadach.

Przykiad 3. Dane sa wielomiany:

Fx)=x’+2x"+3x+4 i g(x)=x>~x+2.

Wyznacz takie wielomiany A (x)ir (x), by f(x)=h(x) g(x)+r(x)
istr(x)<stg(x)=2.
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II. Wielomiany

Rozwigzanie:
Oto sposob postepowania:
1. Dzielimy pierwszy wyraz wielomianu f (x ) przez pierwszy wyraz wielomianu g (x):
x:x%=x. Mnozymy g (x ) przez x i odejmujemy od f (x):
f(x)=x-g(x)=x’+2x>+3x+4 —x(xz—x+ 2) =3x?+x+4.

2. Dzielimy pierwszy wyraz otrzymanego wielomianu przez pierwszy wyraz wielomianu
g(x): 3x*:x°=3. Mnozymy g (x) przez 3 i odejmujemy od otrzymanego przed chwila
wielomianu:

[f(x)—x-g(x)]—3-g(x)=(3x2+x+4>~3<x2—x+2>=4x—2.

Otrzymany wielomian jest stopnia pierwszego, a wiec mniejszego niz st g (x), zatem
jest szukang reszta. Istotnie, otrzymaliSmy:

[f(x)—x-g(x)]—3-g(x):4x—2,wi¢c:

f(x)=x-g(x)=-3-g(x)=4x-2,

f(x)=(x+3) g(x)+(4x-2).

Znalezlismy iloraz h(x)=x+3ireszte r(x)=4x - 2.
Zazwyczaj dzielenie takie wykonujemy wedlug schematu (podobnego do schematu
dzielenia liczb catkowitych):

x+3
(x3+ 2x%+ 3x+4):<x2—x+2>
—<x3—x2+ 2x>
3x’+x+4
—(3x”=3x+6)
4x - 2.

Przyklad 4. Wyznacz iloraz i reszt¢ z dzielenia wielomianu W (x)=23x"+2x"+x—1
przez wielomian P (x ) =x*— 2x + 3.
Rozwigzanie:
3x+8
(3x3+ 20+ x— 1>:<x2— 2x + 3)
—<3x3— 6x° + 9x)

8x2—8x—1
—(8x2— 16x+24)
8x — 25.

Iloraz wynosi 3x + 8, areszta 8x — 25.
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3. Twierdzenie o dzieleniu z reszta. Podzielno$¢ wielomianow

Przyklad 5. Wyznacz wiclomian f (x ), ktory z dzielenia przez wiclomian g (x) = 2x*+x -3
daje iloraz h(x)=x"+3 i reszte r(x)=x+ L
Rozwiazanie:
Zgodnie z twierdzeniem o dzieleniu z resztg zachodzi rownos¢:
W(x)=h(x) g(x)+r(x),czyliréwnos¢:
W(x)= (x2+ 3)(2x2+x— 3) +x+1,
skad po wykonaniu mnozenia i redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy szukany wielo-
mian W (x ), a mianowicie: W (x) = 2x*+x"+ 3x> + 4x = 8.
Przyklad 6. Dla jakich wartosci a i b wielomian W (x) = x°+ ax®+ bx — 6 jest podzielny
przez wielomian P (x) = x>~ 3x + 27
Rozwiazanie:
Wykonajmy najpierw dzielenie wielomianu W (x ) przez wielomian P (x ):
x+(a+3)
<x3+ ax*+ bx — 6):(962— 3x+ 2)
—<x3— 3x7+ 2x>
(a+3)x*+(b-2)x—6
—((a+ 3)x*=3(a+3)x+2(a+ 3))
(3(a+3)+b-2)x—6-2(a+3).
Zachodzi wigc réwnosc:
Praxt+bx—6=(x+(a+3))(x*=3x+2)+(3a+b+7T)x+(-2a-12).
Stad widzimy, ze:
P(x)|W(x) = (Ba+b+T)x+(-2a-12)=0 =
e~ 3a+b+7=01-2a-12=0.
Po rozwigzaniu uktadu rownan:
3a+b+7=0
{—2a ~12=0,
otrzymujemy: a =— 6, b=—11.

Pytania i zadania

1. Podaj twierdzenie o dzieleniu z reszta wielomianu przez wielomian.

2. Co to oznacza, ze wielomian f (x ) jest podzielny przez niezerowy wielomian g (x)?
3. Wykonaj dzielenie wielomianOw:

a) <x4—3x3+ 3x2—4x+3):(x— 1); b) (x3—6x2+ 11x—6>:<x2— 5x+6>;
c) (x4+ 3x’— 12x*—13x — 15>:<x2+x+ l); d)"<x5— 1):(x— 1),
e) (x'+dx+3x+5):(x*=3x+6)  f)(xT+ 3 -2 Hat 1):(x'=2x"+x+3).
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II. Wielomiany

4. Podaj przykiad takich dwoch wielomianow, ktore nie dziela si¢ przez x*+ 2x + 3, a kto-
rych suma dzieli si¢ przez x>+ 2x + 3.
5. Czy z tego, ze dwa wielomiany fi g nie sa podzielne przez wielomian &, wynika, ze ilo-
czyn f- g nie jest podzielny przez h? Odpowiedz uzasadnij.
6. Dla jakich a i b reszta z dzielenia wielomianu:
W(x)=x'+(a+b)x’+x°+(2a—b)x—15
przez wielomian P (x)=x>+2x—3 wynosi r(x)=2x—3?
7. Z dzielenia wielomianu W ( x ) przez wiclomian P (x ) = x*+x’— x — 1 otrzymano reszte
R(x)=x"+x’+x+ 1 Znajdz reszte z dzielenia wielomianu W (x) przez wielomian
O(x)=x-1
8. Dla jakich wartoSci a i b wielomian W (x)=x"+ax’—x+ b jest podzielny przez wielo-
mian P (x)=x"-3x+5?
9. Dla jakich wartoSci a i b wielomian f (x)=x"*—3x’—6x*+ax + b jest podzielny przez
wielomian x*— 1?
10. Dla jakich wartosci a i b wielomian P (x)=ax*+bx’+ 1 jest podzielny przez wielo-
mian Q (x)=(x—-1)?
11". Udowodnij, Ze jezeli wielomian f(x) o wspdlczynnikach catkowitych podzielimy
przez unormowany wielomian g (x ) o wspotczynnikach catkowitych, to iloraz i reszta
z tego dzielenia beda wielomianami o wspotczynnikach catkowitych.

12°. Wykaz, ze jezeli f (x) jest dowolnym wielomianem, za§ a — dowolng liczba rzeczywi-
sta, to wielomian f (x) - f (a)jest podzielny przez x — a.

13". Niech r ( )22 q) oznacza reszt¢ z dzielenia wielomianu p przez wielomian ¢g. Udowod-

nij, ze:

r(p+py.a)=r(pa)+r(py.a) ir(popya)=r(r(pea) r(pya)a)

4. Schemat Hornera i twierdzenie Bézouta

Powrd¢my do dzielenia wielomiandw i zajmijmy si¢ przypadkiem, gdy dzielnik jest wie-
lomianem postaci x — c. Poniewaz wielomian x — ¢ jest stopnia pierwszego, wiec dzielac
przez niego dowolny wielomian n-tego stopnia:

f(x):anxn+an_1xn71+...+a1x+ao, gdzie a # 0,

otrzymamy iloraz:

g(x)=b,_ x""'+b, x" P+ . +bx+b, gdzie b, #0

n—1 -2

i reszte, ktora jest wielomianem stopnia zerowego, a wiec pewng liczbg r.
Wyrazamy to oczywiscie nastepujaca rownoscia:

f(x)=(x-c)-g(x)+r, czyli rownoscia:

-1 _ -1 -2
(x)a,x"+a, _ x" +...+alx+a0—(x—c)<bn_1x” +b, . x" +...+b1x+bo>+r0.
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4. Schemat Hornera i twierdzenie Bézouta

Poréwnujac wspolczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej wielomianow stoja-
cych po obu stronach réwnosci (), otrzymujemy:

an = bn -1

an— l: ban_Cbn—

a _2=bn73—cbn_

n

1

2

a f3:bn~4_Cbn—3

>(*>|<)

Otrzymane rownosci nazywamy schematem Hornera. Pozwala on wyznaczy¢ wspoiczynni-
n

ki ilorazu i reszt¢ z dzielenia wielomianu f (x) =a x"+a, _ x"" '+ ... +a,x+a,przez wie-

lomian x — ¢, obliczenia za$ z tym zwigzane wykonujemy zazwyczaj w tabelce:

a a a a a

n—3| *** 2 1 0

b b b, |r

n-1 n-2 n-3 n—4| °°* 1 0

n anfl an—2

C

w ktorej, zgodnie z wzorami (), przyjmujemy:
b, ,=a,b=a, tcb  dla k=0,1,2,...,n=2, r=a,+cb,
Warto przy tym zauwazyc, ze:
r:a0+cbozao+c(a]+cbl)=a0+alc+cz<a2+cb2):
=a,+a,c+a,c’+c*(a,+cb ):a +acta,ct+a.cl+ctb.=
0 1 2 . 3 3 0 1 2 3 3
— _ 2 3 n_
=..=a,ta,c+a,c’+a,c’+ ... +ac'=f(c)

Zachodzi wigc nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie Bézouta

Reszta z dzielenia dowolnego wielomianu f (x ) przez wielomian x — ¢ jest rtéwna war-
tosci f (¢ ) wielomianu f w punkcie c.

Wyrazié to mozemy réwnoscia: £ (x)=(x—c)-g(x)+f(c), gdzie g (x) jest pewnym
wielomianem (a doktadnie ilorazem z dzielenia f (x) przez g (x)).
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II. Wielomiany

Dowdd twierdzenia Bézouta mozna otrzymac tez innym sposobem. Poniewaz mamy
rownosé f (x)=(x—c)-g(x)+r, wigc po podstawieniu w niej x = ¢ otrzymujemy:

f(c)=(c—=c)-g(c)+r, skad r=f(c).

Wiemy, ze wielomian f (x ) jest podzielny przez g (x ), gdy otrzymang w tym dzieleniu
reszte stanowi wielomian zerowy. Z tego zdania i z twierdzenia Bézouta wynika nastepu-
jacy wniosek:

Whiosek. Liczba ¢ jest pierwiastkiem wielomianu f (x ) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
f(x)jest podzielny przez wielomian x — c.

Podzielno$¢ wielomianu f (x) przez wielomian x — ¢ jest wiec warunkiem koniecznym

i wystarczajacym, aby liczba ¢ byta pierwiastkiem wielomianu f (x).

Przyklad 1. Wyznacz iloraz i reszt¢ z dzielenia wielomianu f (x)=3x*— x>+ 2x*+x -1
przez wielomian g (x)=x - 1.
Rozwigzanie:

Postuzmy si¢ schematem Hornera. Budujemy tabelke, do ktorej w pierwszym wierszu
wpisujemy wspolezynniki wielomianu f (x ) (dzielnej). Poniewaz tutaj ¢ = 1, wigc do pierw-
szego okienka drugiego wiersza wpisujemy 1, a do nast¢pnego przepisujemy wspotczynnik 3.
Dalej obliczenia wykonujemy wedlug podanych w schemacie Hornera wzorow:

3(-112|1]-1
11321454

Otrzymujemy:
-1+1:3=2, 2+1:2=4, 1+1-4=5 -1+1-5=4.
Zatem poszukiwanym ilorazem jest wielomian 3x° + 2x”+ 4x + 5, a resztg — liczba 4.

Przyklad 2. Wyznacz a i b, jesli wiesz, ze wielomian f (x ) =x’— 6x*+ ax + b przy dzieleniu
przez x — 4 daje reszte 6, a przy dzieleniu przez x — 1 daje reszt¢ 0.
Rozwigzanie:

Na mocy twierdzenia Bézouta mamy:

f(4)=61 f(1)=0.Z drugiej strony:
f(4)=4"-6-4’+a-4+b=4a+b-32,zas
f(1)=1P-6-1"+a 1+b=a+b->5.

Stad otrzymujemy uklad rownan:

4a+ b =138
a+b=25,

ktorego rozwigzaniem jest para liczb: a =11, b =—6.
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4. Schemat Hornera i twierdzenie Bézouta

Przyklad 3. Wiclomian f (x) przy dzieleniu przez x — 1 daje reszte 2, a przy dzieleniu
przez x — 2 daje reszt¢ 1. Znajdz reszte z dzielenia tego wielomianu przez (x — 1) (x=2).
Rozwigzanie:

Poniewaz wielomian (x — 1) (x — 2) jest stopnia drugiego, wiec poszukiwana reszta jest
wielomian stopnia najwyzej pierwszego. Zadanie sprowadza si¢ zatem do znalezienia ta-
kich liczb a i b, ze zachodzi réwnosc:

() f(x)=(x=1)(x=2)-g(x)+ (ax +b), gdzie g (x) jest wiclomianem.
Z twierdzenia Bézouta mamy tez rGwnosci:
(**)f(x)Z (x- 1)-h(x)+2,
(exx) f(x)=(x=2)-i(x)+1, gdzie h(x)orazi(x)sa wielomianami.
Z 16Wnosci (), (+#), (+++) wynikaja wiec rownoscia +b=f (1)=2 i 2a+b=f(2)=1,
skad otrzymujemy uktad:
at+b=2
2a+b=1,
ktorego rozwigzaniem jest para: a =—1, b = 3. Poszukiwana reszte stanowi wiec wielomian:

r(x)=-x+3.

Przyklad 4. Dla jakiej warto$ci m wielomian W (x) = 2mx’— 4x” + mx — 2m jest podzielny
przez x + 1? '
Rozwigzanie:

Wiemy, ze:

x—c \ W(x) < W/(c)=0(zob. wniosek z twierdzenia Bézouta). Tutaj mamy ¢ = —1.
Zatem:

41| W(x) = W(=1)=0 o 2m (-1]-4-(=1) +m(-1)-2m=0
= -2m-4-3m=0 < 5Sm=-4 = mz—%.

Odpowiedz: Omawiany wielomian jest podzielny przez x + 1, jeSli m= —%.

Na koniec przesledzmy jeszcze jedno z zastosowan twierdzenia Bézouta.

Przyklad 5*. Udowodnij, ze liczba catkowita jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9.
Rozwigzanie: ‘

Niech N=a a, _ ...a a,oznacza liczbg, w ktorej a, jest cyfrg jednosci, a, — cyfra dzie-

sigtek, a, — cyfra setek itd. Wtedy N=a,-10"+a, -10""'+ ... +a,-10'+a,
Rozpatrzmy wielomian W (x)=a,x"+a, _

n-1
lx +...+a1x+a0.

Zauwazymy wowczas, ze W (10) = N. Na mocy twierdzenia Bézouta mamy rownos¢
W (x)=(x—1)-P(x)+W(1), gdzie P (x)jest oczywiscie pewnym wielomianem, a takze
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II. Wielomiany

P (x) jest wielomianem o wspotczynnikach catkowitych, bo W (x) jest takim wielomia-
nem, za$ x — 1jest unormowanym wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych (zob. zad.
11 w podrozdz. 3). Wobec tego P (10) jest liczbg catkowita. Stad wynika, ze:

—
=
—

1.

9*
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N=W(10)=9-P(10)+W(1),aleW (1)=a,+a,_ ,+...+a+a, Zatem:

1

N-(a,+a,_ +..+a+a;)=9 P(10),cooznacza, ze:

9 ' N‘(“ﬁ‘?w +... +a1+a0). Stad:

1

9|N = 9|a+a,  +..+a+a,

=\ Pytania i zadania

Do czego stuzy schemat Hornera?

. Sformuluj twierdzenie Bézouta i podaj wynikajacy z niego wniosek.

Wyznacz iloraz i reszt¢ z dzielenia wielomianu W ( x ) przez wielomian P (x ) bez wyko-
nywania dzielenia, gdy:

a)W(x)=3x"-2x>+x-5, P(x)=x-3;
D)W (x)=4x"+3x’=2x+1, P(x)=x+1;
W (x)=x’-6x+11x-6, P(x)=x
d)W(x):%x4—3x2+%x—2, P(x):x+%.

. Dla jakiej warto$ci m reszta z dzielenia wielomianu f (x)=3x"+mx*—4x +2 przez

wielomian g (x) = x — 2 jest liczba 6?

. Wielomian P (x) z dzielenia przez x + 1 daje reszte 3, a przy dzieleniu przez x + 2 daje

reszte 4. Jaka reszt¢ otrzymamy z dzielenia wielomianu P (x) przez x>+ 3x + 2?2

Dla jakiej wartosci a wielomian W (x ) = a® x* = 3ax*— 6x — 2a jest podzielny przez x + 1?
Czy wielomiany f (x) = (x —6x + 5) (xz—3x+2>ig(x):<x2—4>(x+3)sqpo—
dzielne przez x — 17

". Udowodnij, ze wielomian jest podzielny przez x — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jego

wspOtczynnikOw jest rowna 0, natomiast przez x + 1 jest podzielny wtedy i tylko wtedy,
gdy suma wspOtczynnikow przy parzystych potegach zmiennej jest rowna sumie wspot-
czynnikOw przy nieparzystych potegach zmienne;.

". Resztg z dzielenia wielomianu W (x) przez wielomian P (x) =x’— 3x + 2 jest wielo-

mian R (x) = 3x”— 2x + 1. Wyznacz reszt¢ z dzielenia wielomianu W (x ) przez x — 1.



5. Pierwiastek wielomianu i jego krotno$é

5. Pierwiastek wielomianu i jego krotnos¢

Wiemy, ze liczba c jest pierwiastkiem wielomianu f (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian f (x)jest podzielny przez x — ¢, co zapisujemy krétko:

fe)=0 = (x—c)lf(x)

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Jezeliliczbyc,,c,, ...,c, sa rozne, to wielomian f (x)jest podzielny przez kazdy z dwu-
miandw x — ¢, x — ¢,, ...,x — ¢, wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielny przez ich iloczyn

(xec)far) e )

O Dowdd. Jezeli wielomian f (x) jest podzielny przez iloczyn (x - ¢,) (x—¢,)...(x—c,),
to ma postac f(x)=(x—c¢,)(x—c,)...(x=¢,) g (x), gdzie g (x) jest pewnym wielomia-
nem. Wielomian f (x) dzieli si¢ wigc przez kazdy z dwumianéw x —c,,x —c,,...,x —c,.
Zal6zmy teraz na odwrot, ze f (x) dzieli sie przez kazdy z tych dwumianéw. Poniewaz
(x=c,)| f(x), wige f (x) ma postaé (x —c,) - g,(x), gdzie g, (x) jest pewnym wielomianem.
Oczywiscie f (¢,) = 0ic,—¢,# 0, zatem z faktu, ze x — ¢, | f (x) = (x —¢,) - g,(x), wynika, iz
x—c,lg (x). Stad g, (x)=(x—c,)-g,(x)iwobec tego f(x)=(x—¢,)(x—c,) g,(x)dla
pewnego wielomianu g, (x). Ale przeciez takze f (c,)=01ic,—c,# 0 oraz c,~ ¢, # 0, wigc
g,(c;)=0,skadx —c,l g, (x). Oznacza to, ze g, (x) = (x — ¢,) - g,(x), gdzie g, (x) jest pew-
nym wielomianem. Zatem f (x) = (x —¢,) (x —¢,) (x = ¢,) - g,(x). Jesli ten tok rozumowa-
nia zastosujemy do pozostalych liczb c,,c.,...,c,, otrzymamy ostatecznie, ze
f(x)=(x-¢)(x-c,)...(x—¢,) g, (x)dla pewnego wielomianu g, (x). Stad wynika, ze
f (x)jest podzielny przez (x —c,)(x —c,)...(x—¢,).0
Whniosek. Kazdy wielomian niezerowy moze mie¢ co najwyzej tyle roznych pierwiastkow
rzeczywistych, ile wynosi jego stopien.
O Dowdd. Rzeczywiscie, przypusémy, ze wielomian n-tego stopnia f (x) ma p réznych
pierwiastkow rzeczywistych x,,x,,...,x . Z twierdzenia Bézouta wynika, ze jest on
podzielny przez kazdy z dwumiandéw x —x,,x - x,,...,.x—x , a zatem takze przez ich
iloczyn (x—x,)(x—x,)... (x - xp). Istnieje wiec taki wielomian niezerowy g(x), ze
f(x)=(x-x)(x —~x2)...(x —xp) -g(x). Z rébwnosci tej wynika, ze st f (x) =st g(x) +p,
czylize n > p,bostg(x) = 0.0

Przyklady:
1)x—4x -2, x,=2,n=2, p=2,wigcp=n,
2) x>+ 1, brak plerw1astkow rzeczywistych, wiecn =2, p =01 ip<n;
3)(x— )(x +1) =—2,x,=2,n=4,p=2,p<n,.

Moze si¢ zdarzyc ze wielomian f (x) jest podzielny nie tylko przez pierwsza potege
dwumianu x — ¢, ale takze przez pewna potege tego dwumianu wigksza od 1. Mowimy
wtedy, ze liczba ¢ jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f (x).

|

Liczbe ¢ nazywamy pierwiastkiem m-krotnym wielomianu f (x)wtedy i tylko wtedy, gdy w1e—
lomian f (x)jest podzielny przez (x — ¢)", natomiast nie jest podzielny przez (x —c)"
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Zatem c jest pierwiastkiem m-krotnym wielomianu f (x) wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje taki wielomian g (x), ze f (x)=(x—c)" g(x)ig(c)#0.

Jezeli m = 1, to pierwiastek nazywamy pojedynczym lub jednokrotnym,

jezelim = 2, pierwiastek nazywamy podwdjnym lub dwukrotnym,

jezeli m = 3, wowczas pierwiastek nazywamy potrdjnym lub trzykrotnym itd.

Liczbe m nazywamy krotnoscia pierwiastka c. Wobec tego mozemy wyprowadzi¢ ko-
lejny wniosek.
Whiosek. Suma krotnosci wszystkich pierwiastkow rzeczywistych niezerowego wielomianu nie
przekracza stopnia tego wielomianu. Na przyktad liczba 1 jest pierwiastkiem potrojnym wie-
lomianu x*—3x’+3x*—x, poniewaz x*—3x’+3x’—x=x(x"=3x’+3x— 1) =x(x - 1,
za$ liczby —11 2 sa odpowiednio pierwiastkami dwukrotnym i czterokrotnym wielomianu
(x+ 1)2 (x— 2)4. Rozpatrzmy jeszcze kilka przyktadow.
Przyklad 1. Napisz wielomian stopnia siddmego, ktorego pierwiastkiem dwukrotnym jest licz-
ba 1, pierwiastkiem trzykrotnym liczba —3 i ktéry nie ma innych pierwiastkow rzeczywistych.
Rozwigzanie:

Wielomianem spelniajagcym warunki zadania jest na przyktad wielomian:

(x—1) (x+3) (x*+1).
Przyklad 2. Dla jakich wartosci a i b liczba 2 jest pierwiastkiem podwojnym wielomianu

W(x)=x"+4x"+ ax + b*?
Rozwigzanie:

Nalezy oczywiScie wyznaczy¢ takie wartosci a i b, dla ktorych (x— 2)2 W (x)
i (x=2) KW (x).
Pierwszy sposob:
Podzielmy wielomian W (x) przez (x — 2)2 =x>—dx+ 4

(x3+4x2+ax+b> : (x2—4x+4)=x+8
—(x7—4x?+ 4x)
= 8x’+(a-4)x+b
—(8x%=32x+32)
= (a+28)x+(b-32).

Z dzielenia wielomianu W (x ) przez wielomian (x — 2 )2 otrzymaliSmy iloraz x + 8 i resz-
te (a+28)x+ (b—32). Mozemy zatem napisa¢ rOwnosc:

W (x)=(x+8)(x—2)+(a+28)x+(b-32).

Widzimy teraz, ze:

(x=2) | W(x) = (a+28)x+(h-32)=0 « a+28=0

ib-32=0 e a=-28ib=32.

Oczywiscie (x—2) Y W (x), gdyzx— 2 f x +8.
Odpowiedz: a =—28, b =32.
Drugi sposob:
Zastosujmy schemat Hornera. Sporzadzamy tabele:
1| 4 a b
21116 |a+12 | 2(a+12)+b
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6. Wzory Viéte’a dla wielomianow trzeciego i czwartego stopnia

z ktorej odczytujemy wspdtczynniki ilorazu i reszt¢ z dzielenia wielomianu W (x) przez
dwumian x — 2. Mamy wigc rownos¢ W (x) = (x = 2) (x*+6x+a+12)+2(a+12) +b.

Aby x—2 | W (x), otrzymang reszte przyrownujemy do zera. Nastepnie stosujemy
schemat Hornera do wielomianu x°+ 6x + a + 12 i dwumianu x — 2, by otrzyma¢ iloraz
i reszte z dzielenia tego wielomianu przez ten dwumian.

1 6 a+12
211 8 | 16+a+12

Zatem x’+ 6x+ (a+12)=(x—2)(x + 8) + (a + 28) i ostatecznie:
W(x)=(x=2)(x*+6x+(a+12))+2(a+12)+b=
=(x=2)((x=2)(x+8)+(a+28))+(2a+b+24)=
:(x—2)2(x+8)+(x— 2)(a+28)+(2a+b+24).

Stad (x—2)|W(x) e a+28=0i2a+b+24=0 e a=—-28ib=32.

Przykiad 3. Dla jakich wartosci a, b i ¢ liczba 1 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu
fx)=x"+ax’+bx*+cx—1?

Rozwigzanie:

Wspoltczynniki a, b 1 ¢ tego wielomianu mozna wyznaczy¢, rozumujac jak poprzednio
(sprobuj wyznaczy¢ je samodzielnie!). Teraz postapimy jeszcze inaczej. Skoro liczba 1 ma
by¢ pierwiastkiem potréjnym wielomianu f (x), to wielomian ten musi dzieli¢ si¢ bez resz-
~ typrzez(x — 1). Poniewaz f (x)jest unormowanym wielomianem stopnia czwartego, kt6-
rego wyraz wolny jest rowny —1, wigc wielomian f(x)=(x— 1)3 (x+1). Z rownosci
x*+ax’+bx’+cx— 1= (x— 1) (x+ 1) otrzymujemy szukane wartosci a, b i ¢, mianowicie
a=-2,b=0,c=2.

Pytania i zadania

1. Podaj twierdzenie o liczbie pierwiastkdw rzeczywistych wielomianu.

2. Co to jest pierwiastek m-krotny wielomianu?

3. Podaj przyktad wielomianu, ktory ma dwa pierwiastki podwojne i jeden pierwiastek
potrojny.

4. Dla jakich wartoSci m 1 n liczba -1 jest pierwiastkiem podwoOjnym wielomianu
fFx)=x*+mx’+(m—n)x*+nx+1?

5. Dla jakich wartoSci m i n liczba 2 jest pierwiastkiem podwdjnym wielomianu
W(x)=x*+(m=2)x"+nx*+(m+n)x+4?

6. Wyznacz takie wartoSci a 1 b, dla ktorych liczba 1 jest pierwiastkiem potrdjnym wielo-
mianu f (x)=x*—5x+9x>*+ ax+b.

7. Udowodnij, ze jezeli wielomian x°+ ax + b ma pierwiastek podwdjny, to 4a’+ 27b*= 0.

6. Wzory Viete’a dla wielomianow trzeciego i czwartego stopnia
Wzory Viete’a sg to zwigzki migdzy wspotczynnikami wielomianu i jego pierwiastkami.
Znamy juz takie zwigzki miedzy wspOlczynnikami trojmianu kwadratowego

ax*+bx+c(a#0)ijego pierwiastkami. Wiemy bowiem, ze liczby x, i x, sg pierwiastkami
<

tréjmianu ax’ + bx + ¢, gdzie a # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy x,+x,=— b ix;x,= 4

a
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Podobne twierdzenie zachodzi dla wielomianéw wyzszych stopni, my jednak ograni-
czymy rozwazania do wielomiandw trzeciego i czwartego stopnia.

( N

Twierdzenie 1.
Liczby x|, x,, x, sa pierwiastkami wielomianu f (x) = ax’+ bx*+ cx +d, gdzie a # 0,
wtedy i tylko wtedy, gdy spelniaja rownosci:

b
x1+x2+x3——5,
.
XIX2+X2X3+X3.7C1— aQ
Lo
x1x2x3——5.

(. J

(J Dowdd. Na mocy twierdzenia Bézouta liczby x,, x,, x, sa pierwiastkami wielomianu
f(x)wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian ten dzieli si¢ przez kazdy z dwumianow x — x,,
X = X,, X — X, a wigc rowniez przez ich iloczyn (x —x,) (x — x, ) (x — x,). Wobec tego wielo-
mian f (x)=a(x—x,)(x—x,)(x—x,), bo wielomiany (x —x,)(x—x,)(x—x,)i f(x) s3
wielomianami stopnia trzeciego i wspotczynnik kierujacy wielomianu f (x) rowny jest a.
Zachodzi zatem réwnos$¢ a(x—x,)(x—x,)(x—x,)=ax’+bx*+cx+d, czyli rdwnosé
ax’—a(x,+x,+x,) x>+ a(x,x,+x,%,+x,x,) x — ax, x, x,= ax’+ bx’+ cx + d, ktora jest
roéwnowazna réwnosciom:

—a(x,+x,+x,)=b, a(x,x,+x,%,+x,x)=c, —ax x,x,=d,

3 =
a te rownoSciom:

_ b _C _d
X, Fx, X =T X X, X, XXX = x1x2x3——E.D

a a
W podobny sposdb mozna udowodni¢ kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 2.

Liczby x,, x,, X, x, sa pierwiastkami wielomianu f(x)=ax"+bx’+cx’+dx +e,
gdzie a # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy spetniajg rownoSci:

__b

xl+x2+x3+x4——5,
- C
xlx2+x1x3+x1x4+x2x3+x2x4+x3x4— a

x1x2x3+x1x2x4+x1x3x4+x2x3x4=—

e
X1X2X3X4—— a

a

Oto kilka przyktadéw zastosowan poznanych wzorow.
Przyklad 1. Wielomian W (x) = x*+ px + g ma trzy pierwiastki: x,, x,, X, przy czym x, = x.,
za$ x,= x,— 6. Wyznacz wspOlczynniki p i g.
Rozwiazanie:

Zgodnie z twierdzeniem Viéte’a zachodza rownosci:

x,+x,+x,=0,

X0, X, X, X, X, =D,

X X, X, = q.
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Z pierwszej rownosci, po uwzglednieniu rownosci podanych w zadaniu, otrzymujemy:
x,+x,+x,—6=0,skad x = 2idalej x,=x,=2orazx,=x,—6=2-6=-4.
Pierwiastkami wielomianu W (x) sa wiec liczby: x,= 2, x,= 2, x,=—4.
Korzystajac ponownie ze wzordw Viéte’a (tym razem z drugiego i trzeciego), otrzymujemy:
p=x,X,+x, X, +x,0,=2:2+2(—4)+(-4) 2=-14,
qg=—xx,x,==2-2-(—4)=16.

Odpowiedz: p =—14, g = 16.

Przyklad 2. Dla jakich wartoSci a, b, ¢ liczba 1 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu
f(x)=x*+ax’+bx’+cx—1?
Rozwigzanie:
Niech x,, x,, x,, x, beda pierwiastkami wielomianu f (x). Z tresci zadania wynika, ze
x,=x,=x,=1,x,# 1. Z twierdzenia Victe’a x,x,x,x,=~1, skad x,=-1.
Podstawiajac otrzymane pierwiastki wielomianu f (x) do pozostalych wzorow Viete’a,
otrzymujemy kolejno:
a=—(x+x,+x;+x,)=—(1+1+1-1)=-2,
b=xx,+x X;+x X, +x, X, +x,X,+X,X,=
=l 1+1-1+1-(-D)+1-1+1-(-)+1-(-1)=1+1-1+1-1-1=0,
e == (X, X, X+ X, X, X, X X, X, X, X,X,) =
=—(1-1-1+1-1-(-D)+1-1-(-)+1-1-(-1)=—(1-1-1-1)=—(=2)=2.
Odpowiedz:a=-2,b=0,c=2.

Przyklad 3. Udowodnij, ze jezeli wielomian W (x) = ax’+ bx*+ cx +d, gdzie a # 0, ma
pierwiastek potrdjny, to bc = 9ad.
Rozwigzanie:
Niech x, bedzie pierwiastkiem potrojnym danego wielomianu. Zgodnie z twierdze-
niem Viete’a, spetnia on réwnosci:
X, X+ x,=— % (podstawiamy we wzorach Viete’a x, = x, = x,=x,),
X, X, Xy XXX = %,
XoXoXo=" @
czyli r(’)wnoéci:b 4
—_0. I_C. S_
(D) 3x,==5 3%, =g G)x, =7
Mnozac stronami réwnosci (1) i (2) oraz obie strony rownosci (3) przez 9, otrzymujemy:

9x03:—%; 9x03=— %C—l. Stad —ﬁ—g == % i ostatecznie bc = 9ad.
Przyklad 4°. Wykaz, ze jezeli wielomian ax*+ bx*+ cx + d, gdzie a # 0, ma trzy pierwiast-
ki rzeczywiste, to b*> acic’> bd.
Rozwigzanie:

Niech liczby rzeczywiste x,, x,, x, beda pierwiastkami danego wielomianu. Spelniaja
wowczas rownosci:

_C __d S
X0, X, X+ XX = x, X, x,=— 7 (wzory Viéte’a),

__b
X1+X2+X3——— w

a’
czyli rownosci:

(W b=—a(x+x,+x,); 2)c=a(xx,+x,x,+x,x); (3)d=—axx,x,
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Stad:
2_ _ 2 g 2
b*=a’(x,+x, x) ac=a’(x,x,+x,x,+x,x,); bd = a’ (x,+x,+x,) x, x, X,
Mamy dowie$¢, ze b>> acic? > bd. Otoz:
b*>ac = a’(x+x +x) a*(xx,+x, x,+x,x,) =

(x,+x,+ )2 >X X, T X, XXX, =

I\)

2
x, +x +x3+2x1xz+29c2x3+29c3x1>3619624r9c2x3+x3x1 —

Boo o

2
Tx, tx X, x+ 20 =

I\)

(x+

2
2
bd = a’(xx,+x,x,+x,x)>a"(x,+x,+%,)xx,%,

—

—=
2

= X +x

2 2 2 2

= 7[ +2x,x,+x >+(x2+2x2x3+x3)+(x3+2x3x1+x1 >]>O e
1 2 2 ,

P 7[ (x,+x,) (x2+x3)+(x3+x1)]20,zas.

>

2 2 2 2
= (x x2+x2x3+x X ) >0, X, XX X, X R X XX, =
2 2 2 2 2 2 2 2 2> 2 2
= X x2+x2 x3+x3 x1 +2x, 20, x5+ 2x, 00, X+ 20,00, X, 2 X)X, X, X X, Xy F
+x1x2x3 o
2 2
= X X, +x Xy +x X, +xlxx+xx x+xxx >0 =
1 2 2
= 7( X, +2x x, x+x2x>+(xx+2xxx+xx>+
2 2
+(x3 X, +2x X x3+x1 +x )

%[(xlxﬁrxz x3)2+ (2, x5+ x, x1)2+ (x3x1+x1x2)2] > 0.

\’%& Pytania i zadania
=
1. Co to sa wzory Viete’a?
2. Podaj wzory Viéte’a dla wielomiandw trzeciego i czwartego stopnia.
3. Liczby x, x,, x, sa pierwiastkami wielomianu x° — 6x*+ 11x — 6. Napisz wielomian stop-
nia trzeciego, ktorego pierwiastkami sa liczby x, x,, x, x,1x, x..
4". Udowodnij, Ze jezeli wielomian x° + ax*+ bx + ¢ ma trzy pierwiastki rzeczywiste, to a” > 3b.
5. Wiedzac, ze 2 i 3 sa pierwiastkami wielomianu W (x) = 2x>+ mx?— 13x + n, wyznacz
trzeci pierwiastek tego wielomianu oraz wspotczynniki m i n.
6. Udowodnij, ze jezeli dwa pierwiastki wielomianu ax’ + bx*+ cx + d, gdzie a # 0, s3 licz-
bami przeciwnymi, to bc = ad.
7. Liczby x, x,, x, sa pierwiastkami wielomianu ax’ — ax*+ bx + b, gdzie a i b sa liczbami

. . y oo 1,1 1
r6znymi od zera. Wyznacz warto$¢ wyrazenia (x, +x,+x,) (71 + X, + x; )

8.Dla jakich a i b liczba -1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
x4+ b+ 2x + ax + 12
9.Dla jakich a i b liczba 1 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu
x*=5x7+9x*+ ax ¥ b?
10". Wyznacz wspdlczynniki a, b, ¢ wielomianu x°— 10x* + ax’ + bx* + cx — 32, wiedzac, ze
wszystkie jego pierwiastki sg liczbami dodatnimi.
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7. Wymierne pierwiastki wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych

Umiemy juz wyznacza¢ pierwiastki wiclomianow stopnia pierwszego i drugiego. Znale-
zienie pierwiastkow wielomianu stopnia wyzszego niz drugi moze by¢ zadaniem nie tylko
trudnym, ale wrecz niemozliwym do rozwigzania. Istnieja, co prawda, wzory pozwalajace
wyznaczy¢ pierwiastki dowolnego wielomianu stopnia trzeciego lub czwartego (tzw. wzory
Cardana). Sa one jednak bardzo skomplikowane. Z wielomianami stopnia co najmniej pia-
tego jest znacznie trudniej. Okazuje sig, ze wzoréw na pierwiastki takich wielomianow
w ogole nie ma. Mowiac doktadniej, oznacza to istnienie takich wielomianow stopnia co
najmniej piatego, ktorych pierwiastkow nie mozna wyrazi¢ przez wspotczynniki tych wielo-
miandw za pomoca czterech dziatan arytmetycznych oraz operacji wyciggania pierwiast-
kow dowolnego stopnia.

W pewnych szczeg6lnych przypadkach mozna znalez¢ pierwiastki wielomianow nawet
wyzszych stopni. Pamietajmy jednak, ze ponizsze twierdzenie nie stanowi ogolnej metody
znajdowania pierwiastkow dowolnego wielomianu.

Twierdzenie

n-—

Jezeli wszystkie wspotczynniki wielomianu f (x)=a x"+a, x""'+..+ax+a, s3
catkowite i liczba wymierna £ (ulamek nieskracalny) jest pierwiastkiem tego wielomianu,
to p jest dzielnikiem a , za$ g jest dzielnikiem a,.

O Dowdd. Skoro f(%) =0, to:

n n—1

an.(g)mn_l(g) +...+al(g)+a0:o,

n n—1

P 14 P _ n
an-?+an_l-g;_——l+...+a1~a+ao—0 /q,
a,p'+a, p" 'q+..+apg""'+a,q"=0. Stad:

1

(%) anp"z—q(anf o +a1pq”’2+a0q”‘1) oraz:

(%) aoq”z—p(anp"’ “+a, _  p"Tlq+..+aq"” 1).

Poniewaz liczba calkowita po prawej stronie rownosci (+) jest podzielna przez g, wigc
takze a, p" jest podzielne przez g. Wobec tego liczba a” jest podzielna przez g, gdyzfliczby
piq (azatem takze p" i ¢) sa wzglednie pierwsze, na mocy zalozenia o nieskracalnosci
utamka g )

Analogicznie z rownosci (++) odczytujemy, ze a, jest podzielne przez p.

Z twierdzenia tego mozna wyprowadzi¢ dwa wnioski:

Whniosek 1. Kazdy wymierny pierwiastek unormowanego wielomianu o wspofczynnikach
catkowitych jest liczbg catkowita bedaca dzielnikiem wyrazu wolnego.

O Dowdd. Przyjmujac a, = 1 w wielomianie f (x), otrzymujemy, ze g|1, skad g =+ 1. Za-
tem liczba wymierna—g— =+ p, bedgca pierwiastkiem wielomianu f (x), jest calkowita i jest

dzielnikiem wspotczynnika a,. O
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II. Wielomiany

Whniosek 2. Jezeli zaden z dzielnikow wyrazu wolnego unormowanego wielomianu

o wspotczynnikach catkowitych nie jest pierwiastkiem tego wielomianu, to kazdy rzeczy-

wisty pierwiastek tego wielomianu (jesli taki istnieje) jest liczbg niewymierna.
Pierwiastkow catkowitych wielomianu o wspotczynnikach catkowitych nalezy wiec po-

szukiwa¢ wytacznie wérdd dzielnikow wyrazu wolnego tego wielomianu.

Przyklad 1. Znajdz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu 11x*+ 9x* - 35x%*— 27x + 6.

Rozwigzanie:

Pierwiastkow wymiernych tego w 1elomianu poszukujemy wsrod liczb 1, -1, 2, 2 3,-3,

661l 12 23 36

10T T ivie  irie” Sq to bowiem wszystkie liczby wymierne = takle,

q
zeqll1liple.

Stwierdzamy, ze spoSrod wypisanych liczb tylko —1i 1—21 s pierwiastkami wymiernymi
tego wielomianu. Dzielimy dany wielomian przez wielomian (x + 1) (x - %) 1 otrzymuje-
my wielomian stopnia drugiego, ktorego pierwiastki rzeczywiste (jesli istnieja) sa pozosta-
tymi pierwiastkami danego wielomianu.

Mamy: (11" + 9x= 35x* =27+ 1):(x + 1) (x = F | = 11(+*=3)

Pozostalymi pierwiastkami rzeczywistymi danego wielomianu sg liczby: —/31.,/3.
Odpowiedz: Jedynymi pierwiastkami wymiernymi wielomianu sg liczby: x, =—1, x,= %

Przyklad 2. Udowodnij, ze liczba /2 + /3 jest niewymierna.
Rozwiazanie:

Oznaczmy x = /§ + ﬂ Wowczas mamy x02= 2+2 /6 +3=5+2 ﬁ, czyli x02— 5=2 /8

2 2

Stqd(xoz— 5) = (2 ﬁ) , czyli xo4— 10x02+ 25 =241 ostatecznie x(f— 10x02+ 1=0.

Liczba x jest wigc pierwiastkiem wielomianu x*— 10x*+ 1. Gdyby byta liczbg wymier-
ng, musiafaby by¢ liczbg calkowita (wielomian x*— 10x>+ 1 ma wspotczynniki calkowite
1 jest unormowany) i dzielnikiem 1. Sprawdzamy jednocze$nie, ze zadna z liczb -1 i 1 nie

jest pierwiastkiem tego wielomianu. Liczba x , jako pierwiastek tego wielomianu, nie mo-
ze by¢ liczba wymierng. Jest wiec liczba niewymierng.

Pytania i zadania
1. Podaj twierdzenie o wymiernym pierwiastku wielomianu o wspotczynnikach catkowitych.
2. Wyznacz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianow:
a)x’—6x’+ 11x — 6; b) x*+ 4x° — 25x% — 16x + 84; ¢) x°— 2x*— 13x>+ 26x% + 36x — 72;
d)2x’—x*+2x—1; e)6x’— 11x*+6x— 1 ) 9x*— 48x°+ 10x>+ 24x + 5;
g) 2x°—x’—4dx+2; h)2x>+3x>— L.
3. Wykaz, ze nastepujace liczby sg niewymierne:
a)/2;b) /6;¢) /2 + 1,d) /2 +/10;¢) /2 + /3.

4". Udowodnij, ze jezeli wielomian o wspotczynnikach catkowitych przyjmuje wartosci nie-
parzyste dla dwoch kolejnych liczb catkowitych, to nie ma pierwiastkow catkowitych.

5". Udowodnij, ze jezeli wielomian o wspotczynnikach catkowitych przyjmuje wartosé 1 dla
trzech roznych liczb catkowitych, to nie ma on pierwiastkow catkowitych.
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8. Rozktad wielomianu na czynniki

Mowimy, ze wielomian jest rozkladalny, jeSli mozna przedstawi¢ go w postaci iloczy-
nu wielomianéw stopnia dodatniego. Jezeli natomiast taki rozklad nie istnieje, to wielo-
mian jest nierozkladalny. Wiemy, ze nie kazdy tr6jmian kwadratowy o wspotczynnikach
rzeczywistych mozna roztozy¢ na czynniki liniowe o wspotczynnikach rzeczywistych, mia-
nowicie nie da si¢ przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikow liniowych trojmianu o ujem-
nym wyrdzniku. Czesto bedzie nas interesowal rozktad wielomianu o wspoiczynnikach
wymiernych na czynniki, ktore sa wielomianami stopnia dodatniego o wspotczynnikach
wymiernych.

Przyklad 1. Wielomian x*=2 jest rozkfadalny, bo x1-2= (x + /5 > (x - /i) Jednak
niemozliwy si¢ okazuje rozktad tego wielomianu na czynniki o wspofczynnikach wymiernych.

Istotnie, gdyby to bylo mozliwe, musialyby istnie¢ takie liczby wymierne a, b, c, d, ze
x*=2=(ax+b)(cx+d). Stad otrzymaliby§my réwnosci:

ac=1, ad+bc=0, bd=-2.

Po wyznaczeniu z pierwszego rownania ¢, z trzeciego za$ d i podstawieniu wartosci ¢ = %

orazd:—%dodrugiegor()wnaniaotrzymamy:O=a-d+b-c:a~(—%)+b~%:—27a+%,

2
a stad —ab— = 2761, czyli <g> = 2. Ta ostatnia rowno$¢ dla liczb wymiernych a i b zachodzi¢ jed-

nak nie moze, gdyz /2 nie jest liczba wymierna.
Przyktad ten pokazuje, ze nalezy przyjac nastepujaca definicj¢ wielomianu rozktadalnego:

Wielomian f (x) nazywamy rozkiadalnym na iloczyn wielomianéw o wspolczynnikach
rzeczywistych (odpowiednio: wymiernych), jesli istnieja takie wielomiany g(x) i A (x)
stopnia dodatniego o wspolczynnikach rzeczywistych (odpowiednio: wymiernych), ze:

f(x)=g(x) h(x)

Przyklad 2. Wielomian x*+ 2 jest rozkladalny na iloczyn wielomianow o wspoiczynni-
kach rzeczywistych, bo:
x4+2=<x4+2ﬁx2+ l)—Zﬁxzz

(s /2) - (/202x) = (w2 2wk /2) (x4 2 24 2),

ale nie jest rozktadalny na iloczyn wielomianéw o wspolczynnikach wymiernych. Gdyby
bowiem taki rozktad istniat, musiatby to by¢:

a) albo rozklad na iloczyn wielomianu stopnia pierwszego i wielomianu stopnia trzeciego,

b) albo rozklad na iloczyn dwoch wielomiandw stopnia drugiego.

Pierwszy przypadek zaj$¢ nie moze, gdyz wtedy wielomian x*+ 2 musiatby mie¢ pier-
wiastek rzeczywisty, a nie ma go, poniewaz x*+ 2 > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
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II. Wielomiany

Gdyby zas zachodzit drugi przypadek, musialyby istnie¢ takie liczby wymierne a, b, ¢ id, ze:
x4+2:<x2+ax+b><x2+cx+d>, czyli:
x*+2=x+(a+c)x’+(b+ac+d)x*+(ad+bc)x +bd, skad:

a+c=0, b+ac+d=0, ad+bc=0, bd=2.

Po wyznaczeniu z pierwszego réwnania ¢, z czwartego d i podstawieniu tych wartoSci:

c=-aid= %— do drugiego i trzeciego réwnania otrzymujemy: 0 =b +ac+d=b—a*+ %

oraz 0:ad+bc=a~%—ab,skqdb+%:a2 i %Zab.

Jeslia # 0, to z rownoSci 27‘1 = ab wynika, ze b*= 2, co jest niemozliwe, poniewaz /2 nie
jest liczbg wymierna.

Gdy za$§ a =0, to z rownosci b + % =0 otrzymujemy b* = -2, co takze nie moze zajsc.
Zatem nie istnieje rozklad wielomianu x*+ 2 na iloczyn wielomiandw o wspolczynnikach

wymiernych.
Zachodzi nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie
Jezeli wielomian f (x) stopnia co najmniej drugiego o wspofczynnikach rzeczywistych
(wymiernych) ma pierwiastek rzeczywisty (odpowiednio: wymierny), to jest rozktadalny
na iloczyn wielomianéw o wspodtczynnikach rzeczywistych (odpowiednio: wymiernych).

U Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli a jest pierwiastkiem rzeczywistym (wymiernym)
wielomianu f (x) o wspolczynnikach rzeczywistych, to istnieje taki wielomian g(x)
o wspOlczynnikach rzeczywistych (wymiernych), ze:

f(x)=(x=a) g(x)
Przyktad wielomianu x*+ 2 pokazuje, ze twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest

prawdziwe; wielomian rozktadalny moze nie mie¢ pierwiastkow rzeczywistych. UJ
Podamy na koniec bez dowodu jeszcze jedno wazne twierdzenie:

Twierdzenie (zasadnicze twierdzenie teorii wielomianow)
Jedynymi wielomianami nierozktadalnymi na iloczyn wielomiandéw o wspolczynnikach
rzeczywistych sa wielomiany stopnia pierwszego oraz wielomiany stopnia drugiego o wy-
r6zniku ujemnym.

Z twierdzenia tego wynika nastepujacy wniosek:
Whiosek. Kazdy wielomian stopnia nieparzystego o wspoiczynnikach rzeczywistych ma co
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.
UJ Dowdod. Wielomian stopnia nieparzystego jest albo wielomianem stopnia pierwszego,
to jest postaci ax + b, gdzie a # 0, albo wielomianem stopnia nieparzystego wigkszego od
1, w ktorego rozkiadzie na czynniki nierozktadalne wystgpuje wielomian stopnia pierw-
szego. Ma zatem co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. (J
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Rozkladajgc wielomiany na czynniki, stosujemy wzory skroconego mnozenia lub gru-
pujemy wyrazy przez wylaczenie wspolnych czynnikéw poza nawiasy (jezeli takie wspolne
czynniki istnieja).

Przyklad 3.
(3x—6)(x*~ 1)—(5x— 10)(x=1)=3(x=2)(x=1)(x+1)=5(x=2)(x—1)=

=(x=2)(x=1)(3(x+1)=5)=(x—=2)(x=1)(3x - 2);
(a2-9) = (a+3) =(a=3) (a+3) ~(a+3) = (a+ 3] ((a-3) - 1)

=(a+3) (a-3-1)(a=3+1)=(a+3) (a—4)(a-2);

47— dr+1-20(20— 1)+ 1867= 9= (20— 1) = 2 (20— 1) + 98 (21— 1) =
=(2r=1) (2t = 1=26+917) = (20 = 1)(9° = 1) = (26 = 1) (3t = 1) (3¢ + 1);
= (x4 204 1) - a0 = (0 1)2—x2=<x2—x+ 1)(27+x+ 1)
x5+ 6=xt - 207 = 3x? 4 6= (x' - %) — (3x* - 6) =

zxz(xz—2>~3<x2—2>:<x2—2>(x2—3>=<x+ﬁ><x—/§><X+/§><x—/§>.

Pytania i zadania ’\%2\\%
1. Jaki wielomian nazywamy rozkiadalnym, a jaki nierozkladalnym?

2. Podaj zasadnicze twierdzenie teorii wielomianow oraz wynikajacy z niego wniosek.
3. Rozl6z na czynniki wielomiany:

a)x’(x—1)—4(x—1); b) 2x*(x+3) —4x (x+3);
¢)3t3(2t-5)-9(6t—15); d)(x*=9) (x>~ 6x+9);

e)(=3y*+3y)(y*- 1), ) 5(x°+1)(4x*—4x+1).

4. Rozl6z na czynniki wielomiany:
a)3x°— 2x>+3x — 2; b) £’ =217 — 17+ 2; c)4y*—2y’-2y+1;
d) 2x° - x*+4x - 2; e)Sx’—2x*—15x+6; f)x’—7Tx—6.

5. Rozl6z na czynniki wielomiany:

a) <4x2—25>2—(2x+5)2; b)5<4—x2>—(x—2)2; c)x’—1;
d) x”—x; e) x*— 5x°+ 6x7% f) x*— 4x°+ 4.
6. Rozl6z na czynniki wielomiany:
a) 2x”+ 9x*— 6x — 5; b)y*=y =Ty +y+6; )3t 1417+ 13t + 6;
d) x*—5x*+4; e)t°+7°-8; f) 2x° = 2x°— 12x.

75



O

II. Wielomiany

7". Roz16z na czynniki wielomiany:
a)x*+1  b)x*+x'+1 co)x’-1L

8. Wykaz, ze nast¢gpujace wielomiany sa nierozktadalne na iloczyn wielomianéw o wspot-
czynnikach wymiernych:
a) x>+ 2; b) x*-3; c) x*=5x°+6;

d) x’+2x°+ 2x + 1; e) x’—10x>+ 5x + I; f) x*+ 3.

9°. Wyznacz takg liczbg catkowita a, dla ktorej wielomian (x —a)(x — 10) + 1 jest iloczy-
nem dwoch wielomianow stopnia pierwszego o wspolczynnikach catkowitych.
10". Udowodnij, Ze nie istnieje rozktad wielomianu (x —1)(x—2)(x —3) — 1 na iloczyn
wielomiandw o wspoOlczynnikach catkowitych.
11", Rozt6z na czynniki wyrazenie W=x*(y —z) +y*(z—x) + z* (x — y).

9. Rownania wielomianowe

Poszukiwanie pierwiastkow wielomianow prowadzi do rozwigzywania rOwnan zwa-
nych wielomianowymi lub tez algebraicznymi.

Rownanie postacia, x"+a,  x"~'+...+a,x+a,= 0, w ktérym x jest niewiadomg, a, # 0,

W s @),a, 83 1O hczby dane, nazywamy réwnaniem wielomianowym stopma

n-tego lub réwnaniem algebraicznym stopnia n-tego.

za$ a

Na przyktad:

—réwnanie 3x*— 2x + 1 = 0 jest rownaniem stopnia drugiego,
—réwnanie x”— 6x + 7 = 0 jest rOwnaniem stopnia trzeciego.

Roéwnania pierwszego i drugiego stopnia rozwigzywano juz w starozytnosci.

Ogolne wzory na pierwiastki rownan trzeciego i czwartego stopnia (zwane wzorami
Cardana — o czym wspominaliSmy wczesniej) wyprowadzono juz w XVI wieku. Mimo licz-
nych prob podania podobnych wzoréw na pierwiastki rGwnan stopnia co najmniej piate-
go nie udato si¢ tego dokonac az do wieku XIX, kiedy to wykazano, ze... wzory takie nie
istnieja.

Przejdzmy teraz do rozwigzywania réwnan algebraicznych, podajac og6lne informacje
o metodach ich rozwigzywania.

Przyklad 1. Rozwigz rownanie 2x°+ 2x*— 3x — 3 = 0.
Rozwigzanie:

Rozkladamy najpierw wielomian 2x°+ 2x*— 3x — 3 na czynniki mozliwie najnizszego
stopnia. Mamy:

27+ 267 = 3x = 3= (227 + 267 - (3x+3) 2% (x+1)=3(x+1)=

J(++3)

:(x+1)<2x2—3>=2(x+1)<x —2)=2(x+1) (x

NIl

[NS1[O¥)
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Zatem:

203+ 2x*=3x-3=0 <x+1=0 lub x—‘/%zO, lub x+\/§=0> —

e (xz—l lub x:\/z, lub x=- %)
3

Odpowiedz: Pierwiastkami rOwnania sg liczby: x =— /E, x,=-1, x,= 5

Przyklad 2. Rozwiaz rownanie x° — x = 0.
Rozwiazanie:
Poniewaixs—x:x<x4— 1) Zx(xz— 1><x2+ 1) =x(x—1)(x+ 1)<x2+ 1) oraz:
x>+ 1> 0 dla kazdego x, wiec:
x’=x=0 <= (x=0 lub x=1=0, lub x+1=0)
= (x=0 lub x=1, lub x=-1).
Odpowiedz: Rozwigzaniami rOwnania sg liczby: x,=-1,x,=0,x,= 1.
Przyklad 3. Rozwigz rownanie ¢*— 617+ 91> — 4 = 0.

Rozwigzanie:
Poniewaz t*— 61>+ 91> — 4 =

=(1*- 3;)2— 2°=(=31-2)(r-3t+2)=

:<,_ 3"2m)<t_ 3+2‘/ﬁ)(z— 1)(1-2), wiee:

=649t -4=0 = (1—3—/ﬁ=0 lub t—3+/ﬁ20, lub t—1=0,

2 2
lub z—2=o> - (z: 3‘2m lub z:iiz—@, ub r=1, lub r=2).
Odpowiedz: Rozwigzaniami rOwnania sg liczby: 7 = w, t,=1,1,=2,t,= 3 +2/ﬁ

Przyklad 4. Rozwiaz rownanie x®+3x°+ 5x*+ 7x*+ 9 = 0.
Rozwigzanie:

Wiemy, ze x*> 0, x°> 0, x*> 0, x*> 0 dla kazdego x, wigc x*+ 3x°+ 5x*+ 7x*+ 9> 0
dla kazdego x. Zatem réwnanie to nie ma pierwiastkOw rzeczywistych.

Przyklad 5. Rozwigz rownanie y°— 1= 0.
Rozwigzanie:

Mamyy6—1:(y3+1)(y3—l>:
:(y+1)<y2—y+l>(y—1)(y2+y+1>=(y+1)(y—1)(y2——y+l><y2+y+1).
Poniewaz y*—y+1>0, y*+y+1>0 dlakazdego y (dlaczego?), wigc:
y-1=0 = (y+1)(y-1)=0 <= y=-1lluby=1

Odpowiedz: Rozwigzaniami rOwnania sg liczby: y, =—-1, y,= L
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Przyklad 6. Rozwiaz rownanie x*— 7x”+ 18x>— 20x + 8 = 0.
Rozwigzanie:
Sprawdzamy najpierw, czy pierwiastkiem tego rownania nie jest ktorys z dzielnikow licz-
by 8, a wiec jedna z liczb: + 1, £2, £4, +£8. Okazuje si¢, ze pierwiastkami tymi sg liczby 112.
Dzielimy wielomian x*— 7x°+ 18x”— 20x + 8 przez (x — 1)(x — 2) i otrzymujemy ilo-
raz x” — 4x + 4. Mamy wicc rozklad tego wielomianu:

x4 =T+ 1827 = 20x + 8 = (x — 1) (x — 2. Stad:

3
=T+ 18x*-20x+8=0 (x—lvlub (x—2):()> —
= (x=1 lub x=2).

Odpowiedz: Rozwigzaniami rownania sg liczby: x,= 1, x,=x,=x,= 2.

Przykiad 7*. Rozwiaz rownanie x° + x° + x = —%.

Rozwigzanie:

Poniewaix3+x2+x:—% — x3+x2+x+%20 — 3x°+3x%4+3x+1=0 oraz:

34+ 3x% 4+ B+ 1= 2204 (04 30+ 3+ 1) = 3 2x>3+(x+ 1) =

:(3 2x+x+1> (3 2x>2—3 2x(x+1)+(X+1>2

(skorzystali$my tu ze wzordw na sze$cian sumy i sume szeScianow dwoch wyrazen)
:[(3& +1)x+ 1”(3/1 -2+ 1)x2+(2x—(3ﬂ)x+ 1)]

i trojmian (%/21 -32+ 1) x*+ (2 - 3/§> x + 1 przyjmuje tylko wartoSci dodatnie (sprawdz,
ze wyrOznik tego trojmianu jest ujemny!), wiec:

3 2 _ 1 — —_ 1
X +x‘tx= 3 = <3ﬂ+1)x+1—0 = Xx= %/§+1.
Odpowiedz: Pierwiastkiem rzeczywistym (jedynym!) tego rownania jest liczba — %ﬁl

+1

Pytania i zadania

1. Co to jest rownanie algebraiczne stopnia n-tego?
2. Rozwiaz rownania:

a)x’+x’—x—-1=0; b)x’—x*—x+1=0; ) x’+ 2x*—4x— 8 = 0;
d)x’-3x+2=0; e)x’—10x+9=0; ) 3x*—10x°+ 10x — 3 = 0.

3. Rozwigz rOwnania:
a)8x’—4x*—2x+1=0;. b)x*-9x’+8=0; o) x'=5x+x’+ 1lx+4 =0

2
d)x’-2x*-5x+6=0; e)(xz—x> =x*—x+132; f)x'—-5x°+6x"—5x+1=0.

4"". Rozwiaz rOwnania:
2
a) 68x"—257x° - 257’ +68=0;  b)36x’—x+1=0; o) (1+x°) =4x (1 -x7)
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10. Nierownosci wielomianowe

Kazdg z nieréwnosci postaci: W (x)> 0, W (x) <0, W(x) > 0, W (x) < 0, gdzie W (x) jest
wielomianem stopnia n-tego, nazywamy nierownoscia algebraiczng stopnia n-tego lub
nieréwnosScia wielomianowg stopnia n-tego.

Na przyktad:
a) x*—3x’+x”>—3x+ 1> 0 jest nieréwnoscig algebraiczng czwartego stopnia lub krocej:

nierdwnoscia czwartego stopnia,
b) x*— 3x + 2 < 0 jest nieréwnoscia trzeciego stopnia.

Jak dotad nierownosci, ktore rozwiagzywaliSmy, byly stopnia pierwszego (tzw. nierow-
nosci liniowe) lub stopnia drugiego (zwane tez nieréwnosciami kwadratowymi).

Rozwigzywanie nieréwnosci algebraicznych stopnia co najmniej trzeciego sprowadzaé
bedziemy do rozwigzywania nieréwnosci pierwszego i drugiego stopnia. Kazdy wielomian
stopnia co najmniej trzeciego mozna bowiem, w my§l zasadniczego twierdzenia teorii wie-
lomianow, rozlozy¢ na czynniki pierwszego i drugiego stopnia. Jezeli potrafimy znalezc ta-
ki rozktad, to badanie znaku wielomianu sprowadza si¢ do badania znaku poszczegdlnych
czynnikow otrzymanych przy rozkladzie, a wigc do rozwigzywania nieréwnosci liniowych
i kwadratowych. Objasnimy to na kilku przyktadach.

Przykiad 1. Rozwiaz nieréwno$é x°— 2x*+4x— 3> 0.
Rozwigzanie:

Wielomian x”— 2x*+ 4x — 3 ma, co nietrudno stwierdzi¢, pierwiastek 1, jest wiec po-
dzielny przez x — 1. Po wykonaniu tego dzielenia (albo zastosowaniu schematu Hornera)
otrzymujemy:

x° =207+ 4x =3 =(x - 1)(x2—x+3>.
Zatem dang nier6wno$¢ mozna zapisa¢ w postaci (x — 1) (x2 -x+ 3) > 0.

Poniewaz x*—x+3>0 dla kazdego x, bo wyr6znik tréjmianu x’—x+ 3 wynosi
1 - 12=-11 <0, za$ wspotczynnik przy x* jest rowny 1, wiec:

(x=1)(x*-2+3)>0 = x-1>0 = x>1L
Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej nierownosci jest przedzial (1; + o).

Przyklad 2. Rozwiaz nieréwnosé x* — 10x” + 35x% — 50x + 24 > 0.
Rozwigzanie:

Szukamy pierwiastkow wielomianu x*— 10x>+ 35x* — 50x + 24 wérod dzielnikow jego
wyrazu wolnego, ktorym jest 24, i stwierdzamy, ze sa nimi liczby 1, 2, 3, 4. Mamy zatem
rownosé x* = 10x°+35x° = 50x + 24 = (x = 1) (x = 2) (x — 3) (x — 4). Wobec tego nalezy
rozwigza¢ niero6wnosc:

(x=1)(x=2)(x=3)(x—4)>0.
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W tym celu badamy znaki czynnikow x — 1, x — 2, x — 3 i x — 4 dla r6znych wartosci
zmiennej x. Uzyskane wyniki zestawiamy w tabelce, otrzymujgc tak zwang ,,siatke zna-

b4

kow”:

X x<1 I | 1<x<2 2 2<x<3 3 3<x<4 | 4 x>4
x—1 - 0 + + + + + + +
x—2 - - - 0 + + + + +
x—3 - - - - - 0 + + +
x—4 - - - - - - - 0 +
iloczyn| + 0 - 0 + 0 - 0 +

Z ostatniego wiersza tabelki odczytujemy, ze:
(x=1)(x-2)(x=3)(x=-4)>0 e (x<llub2<x< 3, lubx > 4).

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danej nierownosci jest suma przedziatow: (—oo; 1), (2;3)
i(4;+ 00), a wige zbior: (—o0; 1) U (2;3) U (4; + ).

Przyklad 3. Rozwiaz nieréwno$é 2x° + 2x*>— 3x — 3 < 0.
Rozwigzanie:
Rozkiadamy najpierw wielomian 2x°+ 2x*— 3x — 3 na czynniki:

2x7+ 207 = 3x =3 = (27 + 207 ) = (B +3) = 24 (x + 1) = 3(x + 1) =
=(x+1) (267 =3)=2(a+ 1)(x+ %)(x— %)

Badamy znaki czynnikow: x + \/%, x+ 1, x— / % dla r6znych wartosci zmiennej x:

31 _/3|1_/3 _ 1] = 3 3 3
X x < 5 5 /;<x< 1 1 1<x</; 5 x>/;
x+ % - 0 + + + + +
x+1 - - - 0 + + +
_ /3 _ _ _ _ _

X > 0 +
iloczyn - 0 + 0 - 0 +
Zatem:

2084+ 2x°=3x-3<0 = 2<x+/g>(x+1)<x—/%><0 — x<—/§lub
—1<x</g.
3

Odpowiedz: Zbiorem rozwiagzan nierownosci jest (—oo; - /%> U <— 1; §>.
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Przyklad 4. Rozwiaz nier6wnos¢ (xz —4x - 12) (xz + 9) <0.
Rozwiazanie:
Poniewaz x>+ 9 >0 dla kazdej liczby x, wiec:

(= 4x-12)(x’+9)<0 = x’—4x—-12<0.
Nieréwnos¢ x* — 4x — 12 < 0 rozwiazujemy w znany sposob i otrzymujemy:
x'—4x—12<0 = —-2<x<6.

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzah nierOwnosci jest przedziat (— 2; 6).

Przykiad 5°. Rozwigz rownanie ‘xg - x‘ + \xs - x7‘ = !xg —x¥+x’- xl
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze:

‘xg—x’+‘xx—x7‘:‘x9—x8+x7—x| =
@‘xg—xl+‘x8—x7‘:\<x9—x>+<x7—x8)‘:»
— (xg—x><x7—x8>20, bo|-a|=|a|i|a+b|=|a|+|b] = ab>0.

Zadanie sprowadza si¢ wiec do rozwigzania nierdwnosci <x9 - x) <x7 - x8> > 0.
Rozwigzujac ja, otrzymujemy:

(xg—x)<x7—x8>>0 = x<x8—1)<—x7>(x—l)>0 e
= () (2= 1)(x=1)2 0 = —xP () () (AP 1)(x=1) 20 =
o () (P ) (x4 D) (x- 120 =

= —(x+ D)2 (x=1)>0,bo x*+1>0i x’+1>0
dla kazdej liczby rzeczywistej x, za§ —(x + 1) x* (x - 1)2> 0 — x<-11Iub x=0, lub
x=1 bo x*>0i(x~- 1)22 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danego rownania jest (—oo; -1)u{0,1}.

Przyklad 6°. Wykaz, ze zbiorem rozwigzan nieréwnosci x'>— x°+ x*— x + 1 > 0 jest zbior R
wszystkich liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie:

Dla x < 0 wszystkie sktadniki stojace po lewej stronie nieroOwnosci sa dodatnie, wigc
nier6wnos¢ ta jest spelniona dla x < 0.

Gdy 0<x<1 tol—x>0, x*=x">0, x"*> 0, wiec:
x =t xt—x+1=x"4+ (x4~x9) +(1-x)>0.
Gdy wreszcie x> 1,to x*—x>0, x*=x>0, 1> 0, stad:
xP—xt+xt-x+1 :<x12—x9>+<x4—x>+ 1>0.
Wobec tego dana nieréwnos¢ jest spetniona dla wszystkich x € R.
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Metoda ,,siatki znakow” nie jest jedyna, za pomocg ktdrej mozna otrzymac zbior roz-
wigzan nierownosci wielomianowej. Znacznie szybciej uzyskujemy ten zbior, szkicujac wy-
kres wielomianu i na tej podstawie odczytujac interesujacy nas znak wielomianu.

Przed rozwigzaniem kolejnych przyktadéw warto poznac kilka ogdlnych wiadomosci.

Jezeli f (x)=a,x"+a, x"~'+..+ax+a, gdziea,#0,todlax#0mozemy f(x)za-

pisac jako:

1 1 1 1
= "4 - —_ B B
f(x)—x <an+a”l x+an_2 x2+...+a1xn_1+ao x|

Teraz widzimy, ze dla dostatecznie duzych wartoSci x wartosci f (x) sg dowolnie duze,
gdy a > 0, za$§ dowolnie mate, gdy a, < 0, co zapisujemy:

+oo, gdy a,>0,
. B [C R ity

i czytamy: gdy x dazy do plus nieskonczonosci, to f (x) dazy do plus nieskonczonosci, gdy
a,> 0, za$ do minus nieskonczonosci, gdy a, < 0. Wynika to stad, ze gdy x dgzy do plus nie-
skonczonosci, wtedy % dazy do zera, a zatem kazdy ze skladnikow sumy:

1 1 1 1
a”+awl-y+an_2-;§+...+a1~ X"71 +a0-7

(poczynajac od drugiego od lewej strony) dgzy do zera, cata suma zas doa,,.
Dlatego podczas szkicowania wykresu wielomianu:

_ -1 .
f(x)=a,x"+a, x""'+.. +ax+a,gdziea #0,

idac wzdtuz osi x od prawej do lewej, zaczynamy szkicowac od gory, gdy a, > 0, za$ od do-
tu, gdy a, < 0. Wykres ten przecina o$ x w punktach odpowiadajgcych pierwiastkom o krot-
noéci nieparzystej (w szczegélnosci pojedynczym) wielomianu f (x), natomiast jest
styczny do osi x w punktach odpowiadajacych pierwiastkom o krotnosci parzystej tego
wielomianu.

Ponizej przedstawiono wykres wielomianu f (x)=a, x"+a, _
cego wspolczynnik a, dodatni i pierwiastki:

X, X, Xg X, X, X — KTOtnoSci nieparzystej,

x,1x, — krotnosci parzyste;.

n—1 :
IX +...+a1x+a0ma]€1-

++4+ ) TN SN J/+++
AN X, ST B X~ /xg XNT~ ~/xg

Ryc. 2.1.
Z wykresu odczytujemy, ze:
f(x)>0dlaxe (—oo;x1> U <x4;x5) U (xG;x7) U (xg; + oo),

za$ f(x)<Odlaxe (xl;xz) U (xz;x3) ] (x3;x4) U (xs;xﬁ) U (x7;x8).
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10. Nieréwnosci wielomianowe

Przykiad 7. Rozwigz nierownosé (x+1)(x—1) (x—=2) (x=3)(x—4) <0.
Rozwigzanie:

Lewa strona tej nierownosci jest wielomianem jedenastego stopnia o wspoiczynniku
przy x'' rtéwnym 1 (a wiec dodatnim) i majacym pierwiastki: pojedyncze -1 i 3, podwdjny 1,
potrdjny 2 i czterokrotny 4.

Oto szkic wykresu tego wielomianu:

FH++r++N . A+ + J+++N\, S+ +

RS | 0 1 2N~ =3 4

Ryc. 2.2.

Z powyzszego wykresu wielomianu odczytujemy, ze:

(x+1)(x~ l)z(x—2)3(x— 3)(x—4)4< 0 dla x<-11lub 2<x<3.
Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nierownosci jest (—oo; — 1) U (2;3).
Przyklad 8. Rozwigz nierownos¢ —2 (x + 2)2 (x+1)x°(x~- 1)4 (x=2)>0.
Rozwigzanie:

Pierwiastkami wielomianu stojacego po lewej stronie danej nieréwnosci sa: liczby -1,
0 i 2-krotnosci nieparzystej, liczby -2 i 1-krotnoSci parzyste;j.

Wspolczynnik przy zmiennej x w najwyzszej potedze wynosi —2. Po naszkicowaniu wy-
kresu tego wielomianu otrzymujemy zatem:

Ryc. 2.3.

Stad odczytujemy zbidr rozwigzan danej nierownosci — jest nim:
(—o0i=2) U (=2:=1) U (0:1) U (1:2),

Pytania i zadania

1. Co to jest nieroOwnoS¢ stopnia n-tego?
2. Czy nier6wnos¢ trzeciego stopnia moze nie mie€ rozwigzan?
3. Czy nieréwnos¢ czwartego stopnia moze nie mie¢ rozwigzan?
4. Rozwiaz nieréwnosci:
a) (4x+1)(x°+1)<0; b)(2x—1)(5x—1)(7x—1) > 0;

C)4x’=3x—-1<0; d) x*— 4x’+ 8x*— 20x + 15> 0;
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e)(x- 2)<x2— 4)(3(— 3)4<X— 4)2(x— 5)<0;
f)(xz—Sx—6)(x—2)2<O; g) x°— 4x >JIx*— 28,

5°. Rozwigz rOwnanie ‘x“— 4| - ’x2+ 21 = |x4—x2— 6‘.

6. Wykaz, ze zbiorem rozwigzan nieréwnosci:
a)x®+x’—dx*+x’+1>0; b)x"—x"+x°—x+1>0

jest zbior R wszystkich liczb rzeczywistych.
7. Dla jakich wartosci a reszta z dzielenia wielomianu f (x)=x"—x"* = 5ax*+ 5ax + 6x — 4
przez wielomian x — a jest mniejsza od 27

8. Rozwiaz nierdwnosci:

a)x’+3x*—4x— 12 <0; b) x’+ 5x*—=2x— 10> 0;

) x’=3x*+3x-2>0; d)x’+x*—4x—-4<0.
9. Rozwigz nieréwnosci:

a) x’— 5x°> 8x — 48; b) x°— 14x*+ 65x > 100,

C)x—6>x+2x% d) x*+ 2x > 3x%

10". Dla jakich wartosci n liczba 1 zawarta jest miedzy rozwigzaniami réwnania
= (m=1)x+m’-20=07?
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ll. Funkcja wymierna
1. Pojecie funkcji wymiernej i dziatania na funkcjach wymiernych

Wykonujac dzialania na wielomianach, przekonaliSmy si¢, ze iloraz dwoch wielomia-
néw na og6t nie jest wielomianem, a reszta otrzymana z dzielenia wielomianu przez wie-
lomian nie zawsze okazywala si¢ wielomianem zerowym. W wyniku tych dzialan

- otrzymujemy zatem funkcje, ktore nie sg wielomianami.

4 )

Funke . Cf(x) . . o
j¢ postaci F (x)= e gdzie f(x) i g(x) safunkcjami wielomianowymi jedne;

(@Yt

zmiennej rzeczywistej, nazywamy funkcja wymierna jednej zmiennej rzeczywistej. Zakta-

damy przy tym, ze g (x) % O.
.

-/

Poniewaz funkcje wielomianowe sa okreslone dla kazdej liczby rzeczywistej, wiec
funkcja wymierna jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem miejsc ze-

rowych mianownika. f (x)
Zatem, jeSli A= {x ER;g(x)= 0}, to dziedzina funkcji wymiernej F(x)=
jest zbior R\ A. 8(x)
Przyktady:

1. Funkcja F (x) = it % jest funkcja wymierna, ktorej dziedzing jest zbiér R\ {1}

2
2. Funkcja G(x)== ; I jest funkcjg wymierna, ktorej dziedzing jest zbior R\ {0}.

3. Funkcja H(x)= . 292_ ] jest funkcjg wymierna, ktorej dziedzing jest zbior R,

gdyz {xeR;x2+1:O}:®.

Zauwazmy, ze jezeli wielomian g(x) jest stalg rozna od zera, to F(x) jest wielo-
mianem.
Whiosek. Kazdy wielomian jest funkcjg wymierng.

Nicktore funkcje wymierne, jeSli spetniaja okreslone warunki, staja si¢ funkcjami
rOwnowaznymi.

Dwie funkcje wymierne F ( x) i G (x) nazywamy réwnowaznymi, jezeli sag rOwne we \j
wszystkich punktach, w ktorych sg jednoczesnie okreslone. v

Mozna to przesledzi¢ na nastepujacych przyktadach:

2
1. Funkcje F(x)= %’%_6 i G(x)=x+1 sgréwnowazne, bowiem dla kazdego x # 6

F(x)= x2;§x6—6 = <x+;)_(2_6) =x+1=G(x)
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2 _ 2
2. Funkcje F(x)= x—zi—é i G(x)= xz_4x_t_3_ sg rownowazne, gdyz dla kazdego
XE-2ix#l X +x—2 x"=2x+1

F(x)- 5228 - N 253

_x2—4x+3_(x_1>(x_3) x—3

oraz G(x)_x2—2x+1_ (x_l)z =E=2
+1)(x—2
3. Funkcje F (x)z% i G(x):% sa nie tylko rownowazne, ale nawet
x=2

rowne, gdyz maja t¢ samg dziedzing, ktora jest zbior R\ {2}, idla wszystkich x # 2
przyjmuja rowne wartosci.

Na funkcjach wymiernych mozna wykonywac dziatania dodawania 1 mnozenia o po-
dobnych wtasnosciach do dziatan na liczbach wymiernych.

Suma dwoch funkeji wymiernych F(x) i G(x) nazywamy taka funkcje H (x), ze dla
kazdej liczby x, dla ktorej okreslone sg funkcje F (x) i G(x), zachodzi rownosc:

H(x)=F(x)+G(x).

Z definicji tej wynika, ze dziedzina funkcji H (x) jest czg§¢ wspolna dziedzin funkcji
F(x) i G(x). Ponadto, jesli:
filx) f(x)
F(x)= G(x)=
e Oy
gdzie g (x)#£0, g,(x)Z01 f,(x), f,(x), g (x), g,(x) sawielomianami, to H (x) jest
funkcja wymierna, bo: ‘
fl(x) fz(x) fl(x>'g2(x) fz(x)'gl(x)
F G = = =
A T AN € R S A A B Py
fi(x) 8, (x) £, (x) -8, ()
8 (x) g, (x)
gdzie oczywiscie f,(x)-g,(x)+f,(x) g (x) i g (x)-g,(x) sa wiclomianami oraz
8,(x) g,(x) 20,

Podobnie okreslamy odejmowanie funkcji wymiernych, nalezy jedynie w podanej de-
finicji znak ,,+” zastapi¢ znakiem ,,—”.

>

Prayklad 1. Niech F (x) = 5758 i G (x) = 3. Wowezas dia kazdego x # ~2i x # 2 mamy:

4 3x+6
_x+6 | x+6 1 _
P+ 6=y 56 " (xr2)(x=2) 3(x72)
_ 3(x+6) x=2  _ 3x+18+x-2 _ __ 4x+16

3(x+2)(x-2) ! 3(x+2)(x-2) 3(x+2)(x—-2) 3(x+2)(x-2)
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Postgpilismy tutaj podobnie jak przy dodawaniu utamkéw: roztozyliSmy mianowniki
na czynniki, znalezliSmy wsp6lny mianownik, sprowadzilismy utamki do wspolnego mia-
nownika (rozszerzyliSmy te utamki do utamkéw o tym samym mianowniku, mnozgc je
i dzielgc przez to samo wyrazenie roézne od zera), a nast¢gpnie dodaliSmy je.

Tloczynem dwoch funkcji wymiernych F(x) i G(x) nazywamy taka funkcje H(x), ze
dla kazdej liczby x, dla ktorej okre$lone sa funkcje F(x) i G (x), zachodzi rownos¢:

H(x)=F(x) G(x)

Tesli F(x):f—l(x—> dla x €D, za§ G(x)= 55 4o xep,

gl(x) gz(x)

to dla kazdego x € D, N'D,:

_ fl(x) fz(x) _ f1(x)f2(x)
P 0= 0) 6 ) &0

Widzimy wiec, ze iloczyn funkcji wymiernych tez jest funkcja wymierng.

X . _x’—16
-8 1 O(0)=m0)

Poniewaz dziedzing funkcji F (x) jest zbior R\ {4}, za$ dziedzing funkcji G (x) jest zbior
R\ {-1,0,1}, wigc ich iloczyn F(x)-G(x) jest okreslony w zbiorze R\{-1,0,1,4}
i wynosi:

Przyklad 2. Niech F (x) =

x  xi- x x+4)(x—4 .+
F(x) G(x)=57—g x—1x6_2(x—4)'af(x+1)(x—1>):2(x+1)(4x—1)'

Na funkcjach wymiernych mozna jeszcze wykonywac dzielenie.

Tlorazem funkcji wymiernych F (x) i G(x) nazywamy taka funkcje H (x), Ze dla kazdej
liczby x, dla ktorej sa okreslone funkcje F(x) i G(x) oraz G (x)# 0, zachodzi rownos¢:

_Lx
&

x)

fi(x) £(x)

(%) 8 (x)

o F(x>:f1(x)_f2(x)_f1(x), 8,(x) _ fi(x) 8,(x)
G(x) gl(x)'gz(x) & (x) £ (x) (x)

dla kazdego x € (D,N D, )\ A.

Wynika stad, ze iloraz funkcji wymiernych jest takze funkcja wymierna.

87

) dla x € D, oraz fz(x):OdlaxeA,

O

o]



\/

lll. Funkcja wymierna

Prayklad 3. Niech F (x)= <=1 G(x)= 2(9;41_14“),
Poniewaz dziedzing funkcji F(x) jest zbior R\ {-2}, za$ dziedzing funkcji G (x) jest

F(x)

zbior R\ {-2,2} i G(x)#0 dla x € R\ {-2,-1,2}, wicc ich iloraz G(x) jest okreslo-

ny w zbiorze R {-2,-1,2} i wynosi:

FO)_wog, aen _(or(enD) 2042)(e22)

G(x) x+2'2<x2_4> x+2 x+1 ’

I tutaj widac, ze przy dzieleniu funkcji wymiernych post¢pujemy podobnie, jak przy
dzieleniu utamkoéw: rozktadamy liczniki i mianowniki funkcji wymiernych na czynniki, zas
dzielgc F (x) przez G (x) mnozymy F (x) przez odwrotno$¢ G (x), po czym otrzymang
funkcje wymierng przedstawiamy w najprostszej postaci, skracajac mozliwie najbardziej
otrzymany utamek.

Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja wymierna?
2. Czy suma, roznica, iloczyn i iloraz dwdch funkcji wymiernych sg funkcjami wymiernymi?

3. Wyznacz F(x)+G(x), jesli F(x)= % i G(x)=2% -y
4. Wyznacz F (x)—-G(x), jesli F(x):% 1G(x)= ;:L %
5. Wyznacz F(x)-G(x), jesli F(x)=-=3X+6 j G- x+3
' ’ x4+ Tx+12 x=3
o F(x) _1-xt . 1+x
6. Wyznacz Gx) jesli F(X)_l—x3 iG(x)= =
7. Skroc¢ utamki:
x’—4, x’—x-6. XHx’—4x—4, x’=6x*+11x—6
a) 3x+6’ b) x*—4 ) X+ 3x+2 d) x*=3x+2

8. Dana jest funkcja wymierna F ( )= §+ % Zbadaj, czy nastepujaca funkcja jest funk-

cja wymiernag. Jesli tak, to znajdz jej dziedzing.
a) F(x+1); b) F(=x+2),  ¢)F(3x); d)F<x3>; e)F(%—).
9.Niech F(x)= glc’ G(x):xl
a) F(3x)-G(2x); b)3F (x)—F (3x); ¢)
d)G(x+1)-F(x), e)F(x2>—G<x2>.
10". Wyznacz wszystkie funkcje f:R\{0,1} — R spelniajace dla kazdego

x € R\ {0,1} réwnanie f(x)+f<1ix>:

T Wyznacz:
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2. Przeksztatcanie wyrazen wymiernych

2. Przeksztatcanie wyrazen wymiernych

Podrozdziat ten poswiecimy dziataniom tacznym na funkcjach wymiernych.
Przyklad 1. Skr6¢ utamki:

x4 4x’ + 4x. 3x-2. x}—5x*+x-5
Ve 0 Do 9T s
Rozwigzanie:

X+ 4x’ + 4x x<x2+4x+4) x(x+22 J .
a) P x(x+2) ~x<x+2>—x+2,gyx;ﬁ01x¢—2,

3x=2 __3x—=2 _ 3x—=2 _ 1 2. 2.
b)4_9x2——(9x2—4>~—(3x—2)(3x+2)_ Wiy 8y XA xS

x3—5x2+x—5_952(96*5)+(x—5)_(96—5)<x2+1)_xz+1 .
) x*=25 — (x=5)(x+5) _(X_S)(X+5)—x+5,gdyx# 5ix#5.

Przyklad 2. Wykonaj dziatania:

101 -2 r—1 . 2x+1  2x-10 |
a) 8r—2 121‘—3’ b) x—5 x*—10x+ 25’
2 5x+3. x+4 _x—4 64
C)2x+2_3x—3+6x2_6’ D x+4  x*-16
Rozwigzanie:
l0=2, =1 LG N W25 U = S
8—2 " 12-3 2(4r—1) 3(4r—-1) 4r-1 3(4-1)

3(5t-1) (=1 3(5t=D+t-1 qe—4  4(4-1) 4 dv 141
T3(4r—1) 3(ar-1)  3(4—1)  3(ar-1) 3(a-1) ¥ EV @

b2l 2e=10 w1 2(x=5) x4l 2
x*=10x+25 x—5 (x—5)2 x—=5 x-5
_2x+1-2 2x 1

x5 —5> 8dy x#5;
0 2 . 5x+3_ 3 2 . 5x+3  _
2X+2 -3 ex’=6 2(x+1) 3(x—1) 6(x+1)(x-1)
o 9(x-1) 4(x+1) . Sx+3 C9(x=1)—4(x+1)+5x+3
C6(x+1)(x—-1) 6(x+1)(x—1) 6(x+1)(x-1) 6(x+1)(x—1) -
9x—9-dx—4+5x+3__ lox—10 __ 10(x-1) 5

6(x+1)(x—1)  6(x+1)(x=1) 6(x+1)(x—1) 3(x+1)

gdy x#-11x#1;
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lll. Funkcja wymierna

pitd x4 64 _ (x+4)  (x-4) 64 _
XTA 06 (x-d)(x+d) (x-d)(x+d) (x-4)(x+d)

_(x+4>2—(x—4>2—64_(x2+8x+16>—<x2—8x+16>—6 )

- (x—4)(x+4) - (x—4)(x+4) -

__ lex—-64  _ 16(X—4) 16 L
-4 (a+d) (a-d)(xra) x+d B XFTAIxFA

Przyklad 3. Wykonaj dziatania:

a)x—25 x—9 )x2~5x+6. x’+3x .
3x x*+5x’ x*+Tx+12 x*—4x+4’

)x+2x—3,x +Tx+ 12, d)2x~2 x—2x+1
X2 4+3x-10 x*—9x+ 14’ 3x+3 7 9x*-9

Rozwiqzanie:
)2 2-25 x?-9 _(x=5)(x+3) (x=3)(x+3) (¥=5)(x+3)
-3x x*+5x x(x=3) x(x+5) x? ’

gdy x#-5 x#01 x#3;

b) x’=5x+6 _ x*+3x :(x—2)(x—3)'x(x+3): x(x-3)
P+ Tx+12 x*—4x+4  (x+3)(x+4) (x—2)2 (x=2)(x+4)
gdy x#-4, x#-31 x#2;

y X 20=3 x4 Tarld (x+3)(x—1) (x+3) _
x*+3x =10 " x*=9%x+ 14 (x+5)(x-2) (x=2)(x=7)

_(a3)(x-1) (x=2)(x=7) (x-1)(x-7)
(x+5)(x—2) (x+3)(x+4) (x+5)( )
gdy x#-5, x#-4, x#-3, x#2 1 x#7,
d)2x3—2.x2—2x+1:2<x3‘1>,9<"2‘1>:
3x+3° 9x?-9 3(x+1) (x—l)z
9

2(x=1) (67 x 1) 9(x+1)(x-
3(x+1) (x_1)2
gdy x#-11x#L
Przyklad 4. Wykonaj dziatania:
x+1 1-x 4x* \ | 1 1-=x)]
a)<1—9€_x+1_x2—1>'[ 2<x3+x2 x? )

b)(a— a-b ):[1+a(a_b) :

a*+b? a’-b* (1 1
Y

D =6<x2+x+ 1),
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2. Przeksztalcanie wyrazen wymiernych

Rozwiazanie:
S e e e [ eI
) _Xt%+§;%_(x+1)4( 1) :[—z[xz(;+l)+x9:21] )
N ENCEE N )] 4 ]zz[ | +W—UW+UJ_
(x+1)(x—1) (x+1)(x- ) (x+1)(x—1) 2(x+1) x2(x+1)
:(x+1)2 ~1) 4 2(14x-1)
(x+l)(x 1) ) 2(x+1)

ae+q  X(xtl) 4+l g
(x+1)(x~1) 2x? (x+1)(x—l) 2
2(x+1)
x—=1"

2
:x_1~(x+1)=

gdy x#-1 x#0 1 x#;
a—>b\. a(a—b)
b)<a_1+ab>‘ 1+ab

a(i+ab) g p)|(1rap, @la=b))_
1+ab 1+ab | |1+ab l+ab |~

1+

_a+a’bh—a+b l+ab+a’—ab _a’b+b 1+a’ _
1+ab ’ 1 +ab l+ab "1+ab

Zhib 1+ap (@) Ltab_
“THab T+a> 1%ab 1+q b 8dyab7-h

_a’—ab+b* (a-b)(atb)  ab —y
b (a+b)(a2—ab+b2) a-b 7

gdy a#0, b#0, aZz-b, a#b.
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ll. Funkcja wymierna

Pytania i zadania

1. Wykonaj dzialania:
1 x x’=1 1—2x a+b  a-b_a’+b’
+ ; + ; + - :
V17T DG xrl T x(1-x)+r Qab arh a-p
2. Wykonaj dziatania:

a=>b a+b a—1 a—2
+ . + .
a)a2—2ab+b2+a—b L b)a2—6a+9 a*—4a+3
a*-3a*+3a-1 _a*-4 . 1L N m?
c) PR PRI d)<m+1 1—m>' m=—"—1}
3. Wykonaj dzialania:
1 1 1 3ab+a* | 3ab+b*
2= )i(b-1+7); + :
a)<a ab3> (b 1 b)’ b b—a? *ab—p?

4". Upros¢ wyrazenia:
2 2 2
y ez

o ] Py s ey R e Ty

2 2
b)<a—b+a+b)(a +b +1> ab

a+b a-b 2ab 'a2+b2;
g a=c PN <1+ B _1+C>.C(1+c)—a
a*+ac+c® a’*b-bc? a-c c ) bc '

3. Rownania wymierne

Jezeli f(x) i g(x) sawielomianami oraz g (x) % 0, to rOwnanie postaci:

(L

g(x)

nazywamy réwnaniem wymiernym z jedng niewiadoma x.

.Mamy wiec do czynienia z rownaniem, ktorego lewa strona jest pewna funkcja wymier-
na. Znajdowanie rozwigzan rownan wymiernych oznacza znajdowanie miejsc zerowych
funkcji wymiernych. Z okreslenia funkcji wymiernej wynika, ze zbiorem rozwigzan réwna-
nia () jest zbior tych pierwiastkow wielomianu f (x), ktore nie sa pierwiastkami wielo-
mianu g (x).

Rozwiazywanie rownan wymiernych zilustrujemy na kilku przyktadach.

Przyklad 1. Rozwigz rownanie:
4 5 _ 20
X=2 x+2 x'-4
Rozwigzanie:
Rownanie to ma sens, gdy (x—2)(x+2)#0, czyligdy x#-2 i x # 2. Wtedy jest ono
roOwnowazne kolejno rownaniom:
4 5 20 -0
x=2 x+2 (x—2)(x+2) ’
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3. Rownania wymierne

4(x+2)-5(x=2)-20 _

(x-2)(x+2) 0,
4x+8—5x+10—20:o
(x—2)(x+2) ’
-x—2 -0
(x—2)(x+2) ’
_ x+2 -0
(x——2)(x+2) ’
|
“x2°0

ostatniego za$ rOwnania nie spetnia zadna liczba rzeczywista.
Odpowiedz: Dane rOwnanie nie ma rozwigzan.

Przyklad 2. Rozwiaz rownanie:
1 1 _x*=2

X ox+1l x4 x

Rozwigzanie:
Poniewaz x’+x=(x+1)x=0 < x=-1 lub x=0, wigc dane rownanie ma sens,
gdy x#-11 x#0. Wzbiorze R\ {-1,0} jest ono rownowazne kolejno rownaniom:

1 1 x:=2
_+ — =
Xoxtl ox(x+1) 0
x+1 x o x*=2 -0

x(x+ 1) x(xt1) x(xtl)
x+1+x—<x2—2)
x(x+1)

—x’+2x+3 _
x(x+1) ’

= (),

-x’+2x+3=0,

—(x+1)(x=3)=0,

x—3=0,

x=3.
Odpowiedz: Rozwigzaniem danego rOwnania jest x = 3.
Przyklad 3. Rozwigz rOwnanie:

20+x _ 9x’+x+2 _5-3x _10—4x
=2 -6 xFl T3

Rozwiazanie:
Rownanie to jest dla x #—1 1 x # 1 rownowazne kolejno rOwnaniom:

20+x _9x’+x+2  5-3x  10-4x -0
2(x-1) 6<x2—1> x+l 2 3(x+1) 7
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lll. Funkcja wymierna

3(20+2)(x+1)  glex42  6(5-3x)(x—1) 2(10-dx)(x-1)

6(x—1)(x+1) 6(x—1)(x+1) 6(x—1)(x+1) " 6(x—1)(x+1) 0

3(20+x)(x+1) = (97 +x+2) =6(5=3x)(x = 1) +2(10 — 4x) (x - 1)

6(x—1)(x+1) =0
3(x2+ 21x+20>—9x2—x—2—6<—3x2+ 8x—5)+2<—4x2+ 14x — 10)
6(x—1)(x+1) -0

4x*+ 42x + 68 _

6(x—1)(x+1) =0,

2x2421x+34=0.

Po rozwigzaniu ostatniego rownania otrzymujemy:

24 21x+34=0 e x=—1L [ub x=-2.

2
Odpowiedz: Rozwigzaniami danego rownania sg liczby: x,= —1—27—, x,=—2.
Przyklad 4. Rozwigz rOwnanie:

1 _ 4 _xX’+10x __ 4x*+21
-xl+x—-1 x+1 x'—1  xP+xi+x+1

Rozwigzanie:
Najpierw rozktadamy na czynniki wielomiany wystepujace w mianownikach utamkow.
Mamy:

-t tx—l=x(x- 1)+ (x—1)=(x~ 1)(x2+ 1),
xt=1 =(x2— 1><x2+ 1>=(x— 1) (x+ 1)(x2+ 1),
Paxtrarl=xt(x+ )+ (x+1)=(x+1)(27+ 1),

Nastepnie dane rownanie przepisujemy rownowaznie, otrzymujac kolejno rownania:

| 4 2+ 10x L ax’+21
(x—1)<x2+1> x+1 (x—l)(x+l)<x2+l> (x+1)(x2+1)’
x+1 _ A (1)
(x=1)(x+1)(x2+1) (x=1)(x+1)(x2+1)
24 10x (4x2+21)(x—1)

s ) (-1,
(x=1)(x+1)(x2+1)  (x=1)(x+1)(x2+1)
x+1—4(x=1)(x?+ 1) = (x*+10x) + (4’ +21) (x — 1) .
(x=1)(x+1)(2*+1) 7

x+1—4x —dx+4x°+ 4 —x>— 10x + 4’ — 4x*+ 21x — 21

(x— 1)(x+ 1)(x2+ 1)

=0,
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3: Rodwnania wymierne

—x’+8x—16
(x—l)(x+1)<x2+ 1> ’
2
(x=4)
(x=1)(x+1)(x2+1)
Ostatnie rownanie jest dla x # 11 x # 1 rownowazne réwnaniu (x — 4)2 =0, czyli row-
naniu x —4 =0, skad x=4.
Odpowiedz: Rozwigzaniem danego réwnania jest x = 4.

Jest wiele zadan tekstowych, ktore prowadza do réwnan wymiernych. Oto przyktady
takich zadan:

Przyklad 5. 1.0dZ motorowa przebyta w ciagu 8 h 20 min droge 80 km z pradem rzeki i takg sa-
ma droge pod prad. Predkos¢ wlasna todzi wynosi 20 km/h. Jaka jest predkos¢ pradu rzeki?
Rozwigzanie:

Jezeli przez x oznaczymy nieznang predkos¢ pradu rzeki, to czas jazdy z pradem wyniesie

25; 9_ " h, za$ pod prad 7(—)% h. Poniewaz caly rejs trwat 8 % h, wigc otrzymujemy réwnanie
25’ 2 <t 253 9 - %—5—, ktorego rozwigzaniem jest x = 4 (pierwiastek ujemny odrzucamy).

Odpowiedz: Predko$¢ pradu rzeki wynosi 4 km/h.

Przykiad 6. Trzech robotnikow wykonywalo pewna prace: pierwszy o 7 dni dluzej, drugi
0 15 dni dluzej, a trzeci 3 razy diuzej, niz gdyby pracowali razem. W jakim czasie wykona-
liby te prace razem?

Rozwiazanie:

Zalozmy, ze robotnicy ci, pracujgc razem, wykonaliby t¢ prace w ciagu x dni, wobec te-
go kazdy z nich, pracujac z osobna, uporalby si¢ z nig w ciagu odpowiednio: x+ 7, x+ 15

1 3x dni. Zatem w ciggu 1 dnia wykonaliby, pracujac razem, % tej pracy, kazdy za$ z nich

z1 osoblna - odlpowiednioz le7’ E—Jrl_ﬁ i % tej pracy. Stad wynika réwnanie:

X" x+7 " x+15
Odpowiedz: Robotnicy, pracujac razem, wykonaliby prace w ciagu 5 dni.

35 ktorego rozwigzaniem (dodatnim) jest liczba x = 5.

Przyklad 7. Samocho6d przebyt w pewnym czasie droge 210 km. Gdyby jechal ze Srednia
predkoscia o 10 km/h wigksza, to czas przejazdu skrocilby si¢ o 0,5 godziny. Z jaka pred-
koscig jechat ten samochdd?

Rozwigzanie:

Oznaczmy nieznang Srednig predkos¢, z ktéra poruszat si¢ ten samochdd, przez v.
Czas, w ktorym samochdd przebyt z tg predkoscia droge 210 km, to oczywiScie %ﬂ, czas
za$, w ktorym drogg te przebyl z predkoscia v + 10, to %; przy czym, jak wiemy, czas
ten skrocit si¢ 0 0,5 godziny. Stad rOwnanie:

% - U2+1 (1)0 =5 ktorego dodatnim rozwigzaniem jest v = 60.

Odpowiedz: Samochdd poruszat si¢ z predkoscig 60 km/h.
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Ill. Funkcja wymierna

Pytania i zadania

1.
2.
3.

Co to jest rownanie wymierne?

Na czym polega rozwigzywanie rOwnania wymiernego?
Rozwiaz rOwnania:
= 17

4 7 3 . xX— 2 2x+ 11 _ 15
) 333 b) )% 2x+9 ~ (x=3)(2x+9)
Rozwiaz réwnania:
2

9x* - 5x X x+3 x=3_ x° .
V5r—2 ttm-o Dyt e o
o) 7 .3 _ 2x+10 . )Sx—32x+3:2_9—3x
x—2 " x=10  x2—12x+20’ x?—4x+3 x—1"
. Rozwiaz rownania:
a) 5 __ 8 _ 2 _ 20 . b) 30 13 _7+18x,
x*—4 x*-1 x*-3x+2 x*+3x+2 x*=1 x*+x+1 x*-1°
X3 a3 S d)20+x_9x2+x+2:5—3x_10—4x
x+2 x—2 x?-4 2x—2 6x%*—6 x+1 3x+3°

Dwaj robotnicy, z ktorych drugi rozpoczat prace o péttora dnia pOzniej niz pierwszy,
wykonali pewng prace w ciggu 7 dni, liczac od chwili rozpoczecia pracy przez pierwsze-
go robotnika. Drugi robotnik, pracujac sam, moze wykonac t¢ prace w czasie o 3 dni
krotszym niz pierwszy. W jakim czasie moze wykonac te prace kazdy z nich?

Pocigg zatrzymany na 16 min nadrobil potem sp6Znienie na trasie liczacej 80 km, jadac
z predkoscia o 10 km/h wigksza niz przewidziana w rozkladzie jazdy. Jaka byta pred-
kos¢ pociagu wedtug rozkiadu jazdy?

4. Roéwnania wymierne z parametrem

Omoéwimy teraz na przyktadach rozwiazywanie rownan wymiernych z parametrem.

Przykiad 1. Rozwigz rownanie z niewiadoma x:

x—2a_5_2x2=13a’
x+3a x2=9q%

Przeprowadz dyskusje istnienia rozwiazan i ich liczby w zaleznoSci od wartosci parametru.

Rozwigzanie:

Rownanie to ma sens, gdy x #—3a i x # 3a. Wtedy jest ono rownowazne kolejno row-

naniom:

a:
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(x—2a)(x—=3a) 3(x+3a)(x-3a) %% —13a>
(x+3a)(x—3a) (x+3a)(x—3a) (x+3a)(x—3a)

(x—2a)(x—3a)=3(x+3a)(x—3a)-(2x*=13a%),

x?=5ax+ 6a’=3x>—27a* - 2x*+ 13a?,
—5ax =—20a>

Jeslia#0, to —5ax=-20a’ < x=4aioczywiScie wtedy x #—3a i x # 3a. Gdy za$
0,to—5ax=—20a® < 0-x=0.Zatem dane rownanie:



4. Rownania wymierne z parametrem

1) ma jedno rozwigzanie x = 4a, gdy a # 0;
2) jest tozsamos$ciowe w zbiorze R\ {0}, gdy a = 0.

Przyklad 2. Rozwiaz rownanie z niewiadoma x:
(*) x—b _x+2a: (2a+b)‘x
x—2a x+b (x—-2a)(x+b)
i przeprowadz dyskusje istnienia rozwiazan i ich liczby w zaleznosci od a i b.
Rozwigzanie: ’
Rownanie to ma sens dla x # 2a i x #—b i wtedy jest rtOwnowazne kolejno rownaniom:
(x=b)(x+b) (x+2a)(x—2a)  (2a+b)x
(x—2a)(x+b) (x—2a)(x+b) (x-2a)(x+b)
(x=b)(x+b)—(x+2a)(x—2a)=(2a+b)x,
x*=b*—(x*-4a’)=(2a+b)x,
(2a+b)x=4a*-b?,
(++x)(2a+b)x=(2a+b)(2a—b).
Teraz widzimy, ze:
1. Gdy2a+b#0i2a—b+#2ai2a—b#-b, to rownanie (+*), a zatem takze rownowazne
mu rownanie (*), ma jedno rozwigzanie x = 2a — b.
2. Gdy2a+b#0i(2a—b=2alub2a—b=-b), to rownanie (**), a wigc rowniez rowna-
nie (*), nie ma rozwiazan.
3. Gdy 2a+b =0, to rownanie (=) jest tozsamosciowe i rOwnowazne mu rownanie (*)
spelnia kazda liczba rzeczywista x # 2a.
W ten sposob dane réwnanie:
1) ma jedno rozwiazanie x = 2a — b, gdya # 0, b # 0i b #—2a;
2) ma nieskonczenie wiele rozwiazan, gdy b =—2a;
3) nie ma rozwiazan, gdy b #—2ai(a=01ub b= 0).

Przyklad 3. Z dwoch miejscowosci A i B wyszli jednocze$nie dwaj turySci idacy ze stalymi
predko$ciami. Pierwszy przeszed! droga z A do B i zaraz wrdcil do A, drugi za$ poszedt z B
do A i wrocil do B. Tury$ci mineli si¢ pierwszy raz w odleglo$ci a km od A, za$ drugi raz
w odleglosci b od B, przy czym drugi raz mingli si¢, gdy pierwszy turysta wracal z B, a dru-
giz A. Jaka jest odleglos¢ z A do B?

Rozwigzanie:

Oznaczmy predkosci turystow wychodzacych z A i z B odpowiednio przez v , 10y, zas
odlegto$¢ z A do B - przez s. Czas marszu do chwili spotkania jest dla obu turystow jedna-
kowy. Stad otrzymujemy rOwnania:

a_s—a.s+b_25-b a _Yi. s+b _Ys

czyli rébwnania —— =~ 1 ==
Uy Vp vy Vg s—a p 25—b B

. . , . a s+b
a z nich wynika rownanie = .
s—a 2s—-b

Wyznaczajac z niego s, otrzymujemy s = 3a — b, gdzie 3a > b.

97



Ill. Funkcja wymierna

\;—%;\Q\ Pytania i zadania

O]

1. Rozwiaz rownania z niewiadoma x i przeprowadz dyskusje istnienia rozwigzan i ich
liczby w zaleznoSci od parametrow:

X _x+1, xta _x-—a.
A== x—a b)x—2b_x+b’

a b __a . x—2a _,_2x’—13a°,
C)x—a+x+a-x2_a2’ d)x+3a_ - x2_9a2’
e)x—2a_x+2a: 4a’ . f)(1+b)x_(l—b)(l—x):(l—b)(2x+l)_

x+2a x-2a 4q*—x? 1-b 1+5H 1+b ’

Sx—5m _ 2x—=3m _ 3x—2m
x*=4m®  x’-2mx  x’+2mx’

2
Xt S __ a 5+ > jest tozsamosciowe w zbiorze
x'=3x-2 X- (x+1)

g)

2. Dla jakich a i b rOwnanie

R\{-1,2}?

3. Od dwoch kawatkow stopu o roznej zawartoSci procentowej miedzi wazacych a i b ki-
logramow odcigto kawalki tej samej wagi i kazdy z nich stopiono z resztg drugiego sto-
pu. Ile wazyt kazdy z odcigtych kawalkow, jesli wiadomo, ze otrzymane stopy miaty
jednakowg procentowo zawarto$¢ miedzi?

2
x(1+x
4. Dla jakich wartoSci parametru m rOwnanie ——(lT = mnie ma pierwiastkow rzeczy-

wistych?

o L x—m _2x+m _2—m—7x*
5. Rozwigzanie rownania z niewiadoma x 7 — ox X1 6xl—x—2

jest o 2 wigksze
od wartoSci parametru m. Znajdz to rozwigzanie.
2 2 2
6. Dla jakich wartoSci parametru m réwnanie (m + 1)( 2x+ T ) —3m ( x2x+ I
ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty?

>+4m:0

5. Nierdwnosci wymierne

(Jeseli f(x)ig(x)sawielomianamiig(x) % 0, to kazdg z nierownosci:

) o @)y £ f(x)
g(x) 7 g(x) 7 g(x) g(x)

<0, <0

nazywamy nieréwnoscia wymierng z jedng niewiadoma x.
\

J

Rozwigzywanie nierownoSci wymiernych sprowadza si¢ do rozwigzywania nierdwnosci
wielomianowych, poniewaz:

1.M >0 = f(x)g(x)> 0

8 (4 (<)
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5. Nierowno$ci wymierne

Przesledzmy to na kilku przyktadach.

Przyklad 1. Rozwiaz nier6wnos¢ 4 +52x < 0.
Rozwigzanie:
Mamy:
4-9X 0 = (x+2)(4-5x)<0 =
x+2

— —5(x+2)<x—%><0 — x<-2lub x>%.

Odpowiedz: x € (—o0; =2) U (% + oo).
Przyklad 2. Rozwigz nierdwnos¢:

2xf 3 o,

5-2

Rozwiqzanie:

Mamy: 2;—%75_—_—23 <0

3./5 2,/5 2./5 3/5 2,/5
= (x— 10 )( 5 ) 01x¢? = g SX<75 -
Odpowiedz: x € —‘[ 2/5 .
10" 5
Przykiad 3. Rozwigz nier6wnosé %Z — % +1<0.

Rozwigzanie:
. . 2a-—1 _2a-1,2a-3 _
Poniewaz 2a—3+1_2a—3+2a—3—

4q—4
=24-3° %

a-1 gia a#é, wiec:
3 2
a3

2a-1 a-1 3
53 T1<0 = a~§<0 - (a—l)(a—7><0 P
2

. 1<a<%.

Odpowiedz: a € (1%)
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lll. Funkcja wymierna

D o x—1 _ x=3
Przy@ad 4.‘ Rozwigz nierdwnos¢ x5 <dx =3
Rozwigzanie:
Mamy:

x—1<x—3 — x—=1 x-=3
4x+5 " 4x-3 dx+5 4x-3

(x=1)(4x=3)—(x=3)(4x+5)

<0
- (4x+5)(4x-3) -
(4x7=7x+3) = (4x* = 7x - 15)
= 5 3 <0 =
16<x+z><x—z>
= ;8 3 <0 =
16(“2)(’“‘1)
= <x+%><x—%><0 =
= —%<x<%
s _5.3
deowwdz. x€< T 4>. 2
Przyklad 5. Rozwiaz nierownosé —5— 2 50.
. . X"+ 3x
Rozwiazanie:

2_ x+3)(x-3 -
Poniewaixxz+39x=( (x2(3)x ):xx3 dla x # -3, wigc:
xz—_9>0 = 223500 x#-3 o x(x=3)>0 A x£-3 =
x*+ 3x X

— (x<0lubx>3)i x#-3
Odpowiedz: x € (—o0; = 3) U (=3;0) U (3; + o).

2
Przykiad 6. Rozwiaz nieréwnosc x+7x+12 > 0.

2_
Rozwigzanie: vl
Mamy: 4x2+;/x+12>0 = —————————————<x+4)(x+3)>0 P
x*-1 (x+1)(x—1)

o (e d)(x+3) (a1 (x-1)>0 =
&= x<-4lub -3<x<-1 lub x> 1 (ryc.3.1).

k—‘l —3m71 % + +
V4 N
Ryc. 3.1.
Odpowiedz: x € (—o0; —4)U(=3; - 1)U (1; + ).
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5. Nierownosci wymierne

Przykiad 7°. Ro
4 (Sx - x2>

Zwigz nierownosc:

2
4 . 16x~+21

1

+
16x*—1 2x—1 " 8x*—4x*+2x-1

Rozwigzanie:

Qx4+ dx*+ 2x+ 1

Poniewaz: 16v*— 1 = (4x° = 1)(4x?+ 1) = (2x = 1) (2x + 1)(4x* + 1)

8’ — dx’+ 2 — 1 = 4x? (2x— 1) + 2x— 1 = (2x — 1) (4x”+ 1),

8’ + x>+ 2x + 1= 4 (2 + 1) + 2+ 1 = (2x+ 1) (42 + 1),

dlatego dana nieréwnos¢ jest dla x # —% ix# % rownowazna nierownosci:

4(5c-x%) 4(2x+1)(4x’+ 1) (16x7+21)(2x+1)

2x—1

16x*-1

16x*—1

a ta kolejno nieréwnosciom:

16x*—1 16x*—1’

4(5x—x)+4(2x+ 1) (4 + 1) (16x7+21)(2c+ 1) +2x -1

(2x+1)(

2x— 1) (4x*+ 1)

) (2+ 1) (2= 1) (4x”+ 1)

El

/-<4x2+ 1)

200 - 40 +4(8x'+ 47+ 20 1) 3900y 16+ 42x 421 + 20 1
(2x+1)(2x—1) ©

(2x+ 1)(2x—— 1)

20x — 4x2+32x°+ 16x2+ 8x+4 _ 32x° + 16x° + 44x + 20

4<x+%><x—%>

<

A1)

323+ 1262+ 28x+ 4 _ 32x° + 16x° + 44x + 20

4(%%)(

x4+ 3x+ Tx+ 1

1
x—§>

IBEy]

8x +4x’+ 11x+5

et (el

x*+4x+4

<x+—§—><x_

>0,

1)

x—l ’
2

9

101



Ill. Funkcja wymierna

Widzimy wiec, Ze dana nier6wnos¢ zachodzi, gdy (x < —% lub x> %) 1 x#-2.

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest zbior:

(—oo; —2) U <—2; —%> U (—%,%) U (—é—, + oo).

E-;‘% Pytania i zadania

=

1. Co to jest nieréwno$¢ wymierna?
2. Omow, na czym polega rozwiazywanie nierownosci wymierne;.
3. Rozwiaz nieréwnosci:

2 3 . 4—-x 1. 9 3 .
Ok roy R oy D) 3= <% a1 dx+3
x=1_, xX+4 gc_+§Ll6
d)=<=L <o e) X+ pFTEEI0 5
4. Rozwiaz nierownosci:
x+5x 3x+1 . 3P —x2=3x+1
)50 b) 2T <O O T <O
x*-5 . X2+ Tx . X 1
d)'——x <x+1; e)x—_2—>x, f) X2—5X+6<x_2'
5. Rozwiaz nierdwnosci:
2x—3 ) x—1 1+x°
a) x2_1‘>2, b) 2x+1’<1, 0L <x
x>=5x+3 3 B
e —=——>|x+2]
d) o <1 e)’x+3|_1 |+ 2|

6". Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza nieréwnosci:

x’ 1 1 x 1 x°+3
< 755 b)-5 < < A5 >
Vo <12 )28 ST e

7. Rozwiaz nierOwnosci:

14x  9x—-30 . x—1 x+1
a)x+1_ x—4 <0 b) % x—l<2

St+d 24x o
)53 T2 <%

Vet -
8. Udowodnij, ze jezeli x> 1, to:

a)(2x4+x)<x3+2—%)<<2x4+2x+2—%>(x3+x);
b)(Zx +2--L )(x +2- 1><<2x3+2—%><x2+2—%>;

o)l kel b))
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6. Funkcja homograficzna

6. Funkcja homograficzna

Funkcje wymierng postaci:

(*)h(x>:g§13’ gdy ad—bc#01ic#0

nazywamy funkcja homograficzng.

Z definicji tej wynika, Ze zbiorem okreslonosci funkcji homograficznej jest zbior liczb
rzeczywistych réznych od —%, bowiem cx+d#0 dla x # —gcl—. Po podzieleniu dwumianu

ax+ b przez dwumian c¢x +d mozemy wzor funkcji h (x) zapisa¢ rownowaznie:

Widzimy teraz, ze funkcja h(x) przyjmuje wartosci rozne od %, poniewaz wyrazenie
ad
b- "¢
cx+d’

zera. Mozemy wiec powiedzie, ze dziedzina funkcji homograficznej postaci () jest zbior

przy zalozeniu, ze ad —bc # 0 i ¢ # 0, przyjmuje dla x #— % wartosci rozne od

R\ {—%}, a zbiorem wartosci R \ {%} Rozpatrzmy nastepujace przykiady:
Funkcja & (x)= % jest homograficzna
(tutaj a=d=0,b=c=1 ioczywiScie ad—bc=—1#0).

Funkcja h(x)= i - % jest homograficzna

(a=c=d=1, b=-11i oczywiscie ad—bc=1~-(-1)=2#0).

3x+2
6x+4

(gdyz ad—bc=3-4-2-6=0).

Funkcja f(x)= nie jest homograficzna

Zajmijmy sie szczegdlnym przypadkiem funkcji homograficznej, a mianowicie funkcja
postaci:

h(x)= %, gdzie a #0.

Jest ona okreslona w zbiorze R\ {0}, a zbiorem wartosci tej funkcji jest takze zbior
R\ {0}.

Zauwazmy tez, ze gdy a >0, to wartosci tej funkcji sa tego samego znaku, co argu-
menty, w ktorych je przyjmuje. Geometrycznie oznacza to, ze wykres tej funkcji lezy wte-
dy w I i IIT éwiartce uktadu wspotrzednych. Gdy natomiast a <0, wtedy wartosci tej
funkcji sa przeciwnego znaku co argumenty, w ktorych je przyjmuje, wige jej wykres lezy
w I 1 IV ¢éwiartce uktadu wspotrzednych.
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Il Funkcja wymierna

4]

Poniewaz ‘h (x)’ = % i|x|= W, wigc jesli warto$ci bezwzgledne argumentu nie-

ograniczenie rosng, to wartosci funkcji A (x)= % maleja do zera i na odwrot, jesli warto-
Sci bezwzgledne argumentéw maleja do zera, to warto$ci funkcji:

- nieograniczenie rosng, gdy wartosci dodatnie argumentéw daza do zera,

- nieograniczenie maleja, gdy warto$ci ujemne argumentéw daza do zera.

Zapisujemy to nastgpujaco:

h(x) - 0, gdy x - +oolubx — —oo czyligdy [x| — +oo,
oraz h(x) — +oo, gdy x — 0% za$§ h(x) — —oo, gdyx — 0~

Udowodnimy teraz nastgpujgce twierdzenie:

Twierdzenie
Funkcja h(x)= % jest malejaca w przedzialach (—o0;0) i (0;+c0), gdy a > 0, zas ro-
snaca, gdy a < 0.

U Dowdd. Niech x, x, beda dowolnymi liczbami r6znymi od zera.

a(xz—x1>

XX, >0, gdy x,<x,<0 lub 0<x<x,.

Jesli a>0, to h(x)~h(x,)=4-&L-
1 2

Zatem gdy a>0, to h(xl) > h(xz) dla dowolnych x i x, takich, ze x<x,<0 lub
0<x,<x,, codowodzi, ze funkcja h (x) jest malejaca w kazdym z przedzialow ( ~00;0)
i (O; + oo )

Analogicznie dowodzimy, ze jest ona rosnaca w tych przedziatach, gdy a < 0. O

Wykres funkcji £ (x) = %, gdy a # 0, nazywamy hiperbols.

Ponizej mozemy si¢ przyjrze¢ wykresom funkcji 4 (x ) = % ih(x)= —%
A
Y14 Yi4
3 3
2
hix)=%< 3
12 Bz 12 h(x)=-%
12
2
1 Tl
3 2 17714 3 231 -
o 11 2 3x o 132 3x
-1 1
3
2
-2 DA
-3 _3
4 4
Ryc. 3.2. Ryc. 3.3.
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6. Funkcja homograficzna

Spojrzmy na funkcje /(x)= % jeszcze inaczej. Ze wzoru h(x)= % otrzymujemy
zwigzek x-h (x) = a, ktory oznacza, ze iloczyn dowolnego argumentu x i odpowiadaja-
cej mu wartosci A (x) jest wielkoscig stala rowng a. Jesli zapiszemy zwiazek x-h(x)=a

W postaci:

to mozemy stwierdzi, ze wartosci funkcji h (x) =< sg proporcjonalne do odwrotnosci ar-

h(x
gumentow, ktorym sa one przyporzadkowane, gdyz iloraz (1 ) jest wielkoScig stalg.

x
Inaczej mowiac, wartosci funkeji 4 (x) = % sg odwrotnie proporcjonalne do odpowiadaja-

cych im argumentow. Dlatego funkcje homograficzng 4 (x) = % nazywa sie czesto takze

proporcjonalnos$cia odwrotna.

Oto przyklady niektorych zastosowan tej funkcji:

— diugos¢ prostokata o danym polu jest odwrotnie proporcjonalna do jego szerokosci;

— liczba kilometrow przebytej przez samochod trasy jest w przyblizeniu odwrotnie propor-
cjonalna do liczby litrow paliwa, jakie pozostato w baku samochodu;

— liczba pomaranczy kupionych za 20 zt jest odwrotnie proporcjonalna do ceny za jeden
oWoC;

—w ruchu jednostajnym prostoliniowym predkos¢ ciala poruszajacego si¢ po danej drodze
jest odwrotnie proporcjonalna do czasu potrzebnego na jej przebycie;

—liczba rownych odcinkow, na ktore dzielimy odcinek o danej dtugosci, jest odwrotnie
proporcjonalna do ich dlugosci.

Zajmiemy si¢ teraz wykresem funkcji homograficznej w ogélnym przypadku.
Przypomnijmy sobie, w jaki sposob z wykresu dowolnej funkcji y = f (x ) otrzymuje si¢ wy-
kresy funkgji (zob. podrecznik dlaklasy I): y=f (x—p), y=f(x)+q, y=f(x-p)+q.
Potrafimy zatem sporzadzi¢ wykresy funkcji:

h(x)==2 h(x)=2%+q h(x)==%+q.

X—=p’ X X—p
Twierdzenie
Wykres funkcji homograficznej 4 (x) = gjg I 2, gdzie ad—bc#0 i c#0,

Q>

_%>

iy

powstaje z wykresu funkcji g(x)= <

w przesunigciu rownolegtym, w ktdrym

punkt (0; O) przechodzi na punkt (— %; % )

\ J

105



lll. Funkcja wymierna

UJ Dowod. Wystarczy przeksztalci¢ wzor funkeji A (x), dzielac ax + b przez cx + d. Otrzy-
mujemy wOwczas:
_ad
_a c § A
h(x)=¢+ g zas dalej:

e
g.(é_i>
c \a ¢
h(x)— p +-aC~.
)
Teraz widac, ze:
h(x)=g(x=p)+q,
a(é_i>
c\a ¢
gdZie g(‘x):_‘—x——’ p__%7 q= D

Z twierdzenia tego wynika zatem, ze wykres funkcji /4 (x)= ?x I 3, gdzie ad—bc #0
i ¢ #0, jest takze hiperbola.

Przyklad 1. Sporzadz wykres funkcji:

-1
h(x)= 1
Rozwiazanie:

Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej x takiej, ze x #—1:

o1 (x+1)-2 s

x+1  x+1 Y
-2 =2 vl 4
SIS ey Y I RO b
dlatego wykres tej funkcji otrzymamy, 4 i
. .. -2
rzesuwajac wykres funkcji g(x)=—=  -TToo-------- A S R
p - ]q Wy J/ g( ) . x. '-T_-'.‘—‘. N ‘IO /
wzdluz osi OX o -1, za$ wzdluz osi T ey
OY o1 (ryc. 3.4). p
T a(x)=-%
7!
Ryc. 3.4.
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6. Funkcja homograficzna

Przyklad 2. Sporzadz wykres funkcji:

_x+1
Rozwigzanie:
x—2)+3 )
;f%:( x—)2 :x32+1,W1€;C:
_ 3
h(x)—x_2+l.

Zatem wykres funkcji /(x) otrzymujemy, przesu-
wajac wykres funkcji g (x) = % wzdhiz osi OX o 2,

za§ wzdluz osi OY o 1 (ryc. 3.5).

Przyklad 3. Sporzadz wykres funkcji:
Y
_—3x+1 |
h(x)==-T ;
Rozwiazanie: 14 /
Przeksztalcamy najpierw wyrazenie wymierne 5 '1 P
% okreslajace funkcje A (x). Mamy: -1 / E
w1 _3(x-D-2 g 21
x—1 x—1 x=1 - Bl .
Zatem funkcja /(x) okreslona jest tez wzorem:
_ =2 E
h (X) =1 - 3, i
a jej wykres otrzymujemy, przesuwajac wykres
funkcji g(x)= _72 wzdtuz osi OX o 1, wzdtuz osi :
Ryc. 3.6.

OY o =3 (ryc. 3.6).
Przyklad 4. Rozwiaz graficznie nier6wnos¢ % > L
Rozwigzanie:

Sporzadzamy w jednym uktadzie wspotrzed-

nych wykresy funkcji y = % i y=1(ryc.3.7).

y=1
Poniewaz wartoSci funkcji y = %— sa w przedzia- \|7—
le (—o0;0) ujemne, wigc w tym przedziale zadna 30X

liczba nie spetnia podanej nierdwnosci, za§ w prze-
dziale (‘O; + oo) funkcja ta ma wartoSci wigksze od
1 dla x<2. Dlatego zbiorem rozwigzan tej nie-
rownosci jest przedziat (0;2).

107



Ill. Funkcja wymierna

Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja homograficzna?

2. Okreél dziedzing i zbior wartosci funkcji homograficzne;.

3. Co nazywamy proporcjonalnoscig odwrotna? Podaj jej przyktady.
4. Sporzadz wykresy funkcji:

f ()= b f(x)= ) f(x)= 355
~0,5x+ 1,5
OF=E5E (=20 D=
5°. Sporzadz wykresy funkcji:

+2
or-Lh v o=l
d — -2 . — . f _‘X+1‘_
)f(x)—m_—la e) f(x)= ; )f(x)—m-

6. Z podanych rownan wyznacz y jako funkcje x i sporzadz jej wykres:
a)xy+x—y—-3=0; b)xy+2x—y—-2=0; c)xy+y—x+1=0.

7. Wyznacz miejsca zerowe funkcji:

a)f(x):2;+—11; b)f(x):2+x—l§; o) f(x)= xgl'

8. Rozwiaz réwnania i nieréwnosci:

2= b L =1 o0~k

d)%<l; e)%<4; f)—> -1L
9. Rozwiaz graficznie i rachunkowo uktad rownan:

a)‘y—x=06 b){(x+y+8)(x+y—6)=0

y_2:x_3; (y—l)(x+2)=12.

10". Wyznacz wszystkie liczby catkowite x, dla ktérych funkcja f(x ( ) ;’g Ii przyjmuje

wartoSci calkowite. )

11°. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych x, y spetniajacych rownanie —)12 3715
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1. Pojecie ciggu i ciggu liczbowego. Sposoby okreslania ciggow liczbowych

IV. Ciagi liczbowe

1. Pojecie ciagu i ciagu liczhowego. Sposoby okreslania ciggow
liczbowych

[

Ciggiem nieskoficzonym nazywamy funkgje f, ktora odwzorowuje zbior N, liczb natural-
nych dodatnich w pewien niepusty zbior A.

Definicje t¢ mozna tez zapisac nast¢pujaco:

Funkcje f:N, — A nazywamy ciagiem nieskoficzonym.

Wartosci tej funkcji okreslamy tez jako wyrazy ciagu.

Ciag nieskonczony nosi miano liczbowego, gdy jego wyrazy sg liczbami. Zatem:

funkcje f:N, — R nazywamy ciggiem liczbowym nieskoficzonym;

funkcje f: {1, 2,3, ...,k} — R nazywamy ciggiem skonczonym k-wyrazowym.

Wartosé f (n) funkgji f dla argumentu n bedziemy oznaczaé przez a, (lub b, ¢, itd.)
1 nazywac n-tym (czytaj: entym) wyrazem ciagu, sam za$ ciag bedziemy oznaczac
a..a,,a,,...,a,,... lubkrotko (an).

Liczby (1, 2,3,....n, ) nazywamy wskaZnikami lub indeksami wyrazow.
Uwaga. W naszym podreczniku ,,ciag (an)” bedzie oznaczat ciagg liczbowy nieskoficzony.

Przyjrzyjmy si¢ przykladom réznych ciaggéw liczbowych:

1. (n)oznacza cigg kolejnych dodatnich liczb naturalnych (1,2, 3, ...). Jest to funkcja toz-
samosSciowa zbioru N ,.

2. (2n) oznacza ciag kolejnych naturalnych, dodatnich liczb parzystych: (2,4,6...).

3. (3”) oznacza ciag kolejnych naturalnych, dodatnich poteg liczby 3: (3‘ ,3%,3%,3%.. )

4. Jezeli K, oznacza kolo o promieniu dtugosci n i o Srodku w danym punkcie S, to (K n)
oznacza cigg kol o wspolnym Srodku S i o promieniach, ktorych diugosci sa dodatni-
mi liczbami naturalnymi.

5. (x,y), czyli para wspdirzednych punktu na plaszcezyznie, jest ciagiem 2-wyrazowym,
w ktorym a,=x,a,=y.

6. (5,10,15,...,100) jest ciagiem 20-wyrazowym dodatnich liczb naturalnych podziel-
nych przez 5 i nie wigkszych od 100.

Zauwazmy, ze kazdy cigg skonczony ma wyraz pierwszy i ostatni, natomiast ciag nie-
skonczony ma wyraz pierwszy, lecz nie ma wyrazu ostatniego.
Ciag moze by¢ podany w rozny sposdb, najczesciej za pomoca:

— zapisu sfownego,

- wzoru og0lnego,

—wzoru rekurencyjnego (zwanego tez wzorem indukcyjnym), to znaczy tak, ze aby obli-

czy¢ jakiS wyraz ciagu, nalezy zna€ wyrazy poprzednie.
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~IV. Ciagi liczbowe

Przykiad 1. Ciag ( pn) zostal okreslony nastepujgco: p, oznacza n-tg liczbg pierwsza.
Wypisz kilka poczatkowych wyrazow tego ciagu.
Rozwigzanie:

Poniewaz liczby pierwsze wystgpuja w ciggu liczb naturalnych w nastepujacym
porzadku: 2,3,5,7,11, 13,17, 19,..., wigc wyrazami ciagu (pn) sg kolejno: p =2, p,=3,
p;=5p,=7,ps=11, p,=13, p,=17 itd.

Przyklad 2. Ciag (an) podany jest wzorem ogolnym:
a,= (—1)n— g (2n-1).

Wypisz kilka poczatkowych wyrazow tego ciagu.
Rozwigzanie:
Zgodnie z podanym wzorem:

1 2-1

a=(-1) (2-1-1)=1-1=1, a,=(-1] -(2-2-1)=-1-3=-3,

a,=(-1) '(2:3-1)=1-5=5, a,=(-1)" (2:4-1)=-1-7=-7.

Przykiad 3. Ciag ( fn) zapisano nastepujaco: f,=2, f, . =2 f, dlakazdego n € N,. Wy-
znacz kilka wyrazow tego ciagu.
Rozwigzanie:

f,=2f,=2-2=4, f=2f,=2-4=8,
f,=2f,=2-8=16, f.=2f,=2-16=32.

Przyklad 4. Ciag (Fn> jest okreslony wzorem rekurencyjnym: F\=F,=1, F =F +F, _,
dla kazdego n > 2 (jest to tzw. ciag Fibonacciego). Wypisz kilka poczatkowych wyrazow
tego ciagu.
Rozwigzanie:

Zgodnie z podanym wzorem:

F,=F,+F=14+1=2, F=F+F,=2+1=3,

F=F+F,=3+2=5 F,=8, F,=13, F;=21itd

Przyklad 5*. Ciag San) ma nastepujacy zapis: a,= La,, ,=a,+(2n+1) dlan=2,3,4, ...
Udowodnij, ze (an jest ciggiem kwadratéw kolejnych liczb naturalnych dodatnich.
Rozwigzanie:
Zastosujemy indukcje matematyczna:
1. Sprawdzamy prawdziwos¢ tezy dla n = 1. Zgodnie z podanym w zadaniu zalozeniem
a=1= 1% .
2. Wykazujemy, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n, jesli a,=n’ to a,, ,=(n+ 1)2.
Istotnie, zgodnie z podanym wzorem rekurencyjnym i zalozeniem indukcyjnym:

a, =a+(2n+1)=n*+(2n+1)=(n+1.
Zatem na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze an:n2 dla wszystkich

neN,.
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1. Pojecie ciggu i ciggu liczbowego. Sposoby okreslania ciggdw liczbowych

Przyklad 6°. Wykaz, ze n-ty wyraz ciagu Fibonacciego (zob. przykiad 4) okreslony jest
wzorem:

e L |[1+/5) _(1=/5)

/5 2 2
(jest to tzw. wzor Bineta).
Rozwigzanie:

Zastosujemy indukcje matematyczng:
1. Sprawdzamy najpierw, czy F\=11i F,= 1.

Pl (1+/§>I_<1—/§)1 _1+/5-1+/5 _2/5
s 2 2 2/5 2/5 7
Ff%' (1+2ﬁ)2_(1—2£)2}:/1§ <1+24ﬁ+5_1—2f+5>:'

_ 1 6+2/5-6+42/5_1 4/5_,

s 1 54

2. Wykazujemy teraz, ze dla kazdej liczby naturalnej n takiej, ze n > 2, jesli:

Ff% (1+2ﬁ)"_(1_2ﬁ)" iFn_f% <1+2ﬁ>n1_<l—_2£)n1}’to
A

Istotnie, zgodnie ze wzorem rekurencyjnym okreslajacym ciag (Fn) i na mocy zaloze-
nia indukcyjnego:

F,  =F+F =

n

[\

)7
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|V. Ciggi liczbowe

-

» 1+ﬁ> 3+./5
2

[ 1
1+ﬁ) 1+2,/5+5

<
(14 =3
|
|

2 2

Sales

2

[54e2)-

(1-—/3)" 1.1—24ﬁ+5

4 2

el

n—1 2

.<1+25)

Na mdcy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze podany wzor na n-ty wyraz ciggu Fi-
bonacciego jest prawdziwy dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n.

Pytania i zadania

1. Co to jest:
a) cigg nieskonczony,
b) ciag skonczony,
c) ciag liczbowy?
Podaj przyktlady.

2. Jaki wskaznik bedzie mial wyraz:
a) szOsty po wyrazie czwartym,
b) piaty przed wyrazem 6smym,
¢) n-ty po wyrazie dziesigtym,
d) k-ty przed wyrazem setnym,
¢) dwudziesty po wyrazie a,?

3. Zapisz ogdlnym wzorem:
a) sume dwoch kolejnych wyrazow ciggu,
b) iloczyn dwoch kolejnych wyrazow ciggu,
¢) Srednig arytmetyczng wyrazow sasiadujacych za ,
d) érednig geometryczng wyrazow sgsiadujacych z a,.

4. Wyznacz kilka poczatkowych wyrazow ciggu (an), gdy:
a)a =n’ b)a =n=1 c)a,=2"-1 d)an=1"+(—1)n;
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2. Monotonicznos¢ ciggu liczbowego

5. Wyznacz kilka poczatkowych wyrazow ciaggu podanego wzorem rekurencyjnym:
=a,+1,  b)a=-1a,

+1- _an’

a)a=1a,,

c)a=3,a,, =3a; d)a,=0, a

+ 1

= 2a,+3.

6". Wyznacz x,,,, jeSli x,=4, x,=6 oraz x, jest najmniejsza liczbg ztozona wigksza od
2x, _ —x, _,dlakazdej liczby naturalnej n wigkszej od dwoch.
7. Podaj wzor na ogolny wyraz ciagu, majac kilka jego poczatkowych wyrazow:

a)l,-2,3,-4,5,-6,...; b)1,4,9,16,25,36,...; c)1,-8,27,-64,125,...;
1111 . .
d)1, 23 g T e)1,3,7,15,31,...; ) 1,3,6,10, 15,21, ...
8. Wypisz kilka nastepnych wyrazow ciggu:
111 1 23 4 .
a) 1,1,5,1—6—,‘..; b)j’_?Z’_E"“; )P, W,S5,Cp,...s
d)s,,m,k,m,c,...; e)j,d, t,c,p,s,...; ), f,m,a,m,j,...
9. Danyjestciqg(an>:a1: La,, =2a,+1n=1,2,3...Wyznaczsume¢ a +a,+a,+..+a,

10". Ciag (xn) jest okreSlony nastepujaco:
1 X, .
== B = +x,+...+Xx .
X= 5%, 2(n+ 1)xn+1 dlan=1,2,3,...0blicz x, +x, X,

11". Wyznacz 2003 wyraz ciagu x , jesli:

- 16ln=1.2.3,..;

a)x,=7x

n+1"

b)x=Lx,=Lx,=—Lx =x_,x, ,dlan=4,5,6,..

1 27 1 n

2. Monotonicznosé ciggu liczhowego

Monotoniczno$¢ funkcji liczbowych zdefiniowaliSmy juz w klasie pierwszej. Wiemy, ze
funkcja f:X — Y jest rosnaca w zbiorze X, gdy ze wzrostem argumentéw tej funkcji wzra-
staja jej wartosci, czyli, inaczej méwiac, gdy spelnia warunek:

A (x1<x2=>f(xl) <f(x2)>

X, X, € x
Podobnie o funkcji f: X — Y powiemy, ze jest malejaca w zbiorze X, gdy ze wzrostem

jej argumentOw maleja wartoSci tej funkcji, a wiec gdy spelnia warunek:

A <x1<x2:f(x1) >f(x2)>

x_x,ex

Mowimy tez, ze funkcja f jest monotoniczna w zbiorze X, gdy jest w tym zbiorze ro-
snaca lub malejaca.
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IV. Ciggi liczbowe

Monotoniczno$¢ ciggéw liczbowych okre§lamy nieco prosciej: wystarczy porownywac
ich kolejne wyrazy, bo dziedzina ciagdw liczbowych jest zbior liczb naturalnych dodatnich.

(Ciqg (an) nazywamy rosngcym, gdy kazdy jego wyraz jest mniejszy od wyrazu nast@puja(—\
cego po nim, czyli gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej # spetniona jest nier6wnos¢

an+1>an'
. J

(Ciqg (an) nazywamy malejacym, gdy kazdy jego wyraz jest wigkszy od wyrazu nastepuj a-\
cego po nim, czyli gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n spetniona jest nierownos¢

an>an+ T
\. J

Ciagi rosngce i ciagi malejace obejmujemy wspolng nazwg ciggéw monotonicznych.

Gdy ciag (an) jest skoficzony k-wyrazowy, to méwimy, ze jest on rosngcy (lub maleja-
cy), gdy nierownos¢ a,<a, ., (luba, >a,, ) spetniona jest dla wszystkich liczb natural-
nych dodatnich n takich,ze n<k-1

Zbada¢ monotoniczno$¢ ciggu oznacza rozstrzygnaé, czy jest on rosnacy czy malejgcy.
To za$ sprowadza si¢ do zbadania, czy réznica a,, —a, jest stale dodatnia czy stale
ujemna.

n+1

+

Uwaga. Czasami, aby zbada¢ monotoniczno$c ciggu (an), proSciej bedzie rozstrzygnac, czy
an + 1
aﬂ
an + 1
a

n

iloraz jest stale wigkszy od 1 lub stale mniejszy od 1. Nietrudno bowiem zauwazyc,

ze gdy > 1 dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n, wowczas ciag (an) jest:

- rosngcy, gdy wszystkie jego wyrazy sa dodatnie;
- malejacy, gdy wszystkie jego wyrazy s3 ujemne.
Jezeli w podanych definicjach ciggu rosnacego i ciggu malejgcego nier6wnosci

a,,,>a,1a,, <d, zastapimy odpowiednio nierownoSciami a,, ,>a, 1 a,,,<4a, to

wtedy otrzymamy definicje ciagu niemalejacego i nierosngcego.

Przykiad 1. Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu (an), gdy a, = n=1 gla n= 1,2,3,..

n+1
Rozwiazanie: Jeielian:Z;%,toanﬂzZi%;%znf_z.W()wczas dla kazdego n otrzy-
mujemy:
W g on_n=l_ n(n+1) _(n—l)(n+2):
net T+ 2 n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
() =(n=D)(nr2)_wikns(nin-2) 5
r)(n+2)  (n+l)(n+2) (n+0)(n+2)
czylia, , > a,dlakazdego n, co oznacza, ze ciag ten jest rosnacy.
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2. Monotoniczno$¢ ciggu liczbowego

Przyklad 2. Wykaz, ze ciag (bn) okreslony wzorem b, = 2nn++21 jest malejacy.
Rozwiazanie:
Poniewaz dla kazdego n:
b _b:n+3_n+2:(”+3)(2n+1)”(”+2)(2’l+3):_ 3
nel T 2n+3 0 2n+1 (2n+1)(2n+3) (2n+1)(2n+3)

wigc b, —b <0,czylib, , <b, dlakazdego n. Oznacza to, ze cigg (bn)jest malejacy.

x L . _ 1 1 1 1
?rzykladS . Wykaz, ze cigg (cn) okreslony wzorem ¢, = pryray i, PPN o e S i
jest rosnacy.

Rozwigzanie:
ST | 1 1 1 1.
Jezeli CEariTara ittt oty to

1,1

e = 1 1 1
n+tl n+2  n+3

1 -
-1t 2 T 2n+1 g Wied

+...+

I 111 12
R ks P s P I ) BT B P, Ry e,

11 :(2n+2)—(2n+1): 1
2n+l 2n+2 (2n+1)(2n+2)  (2n+1)(2n+2)

Zatem ¢, —c, >0 dlakazdego n, czyli ciag ten jest rosngcy.

Przyklad 4°. Wyznacz najwigkszy wyraz ciggu (an) 0 wWzorze a,= T%
Rozwigzanie: ’

Jezeli an:l,Tnl"’ toa,, = 1’6;11, wiec:

n

nt 1 _<W> _n+1 100
a, (L.lfﬂ n n 101

Stad:

an+ n+1 100
Tl‘>1 = 7 m>1 = 10(ﬂ+1)>101}’l = n<100,

n

czyli a,, >a, dla n<100, za§ a,, <a, dla n>100.

+ +

Wynika stad ze a,<a,<a,<...<ay<a,,>a,,>a,,> ...

100101

Dlatego max{an;ﬂ € N+} =a50= 10170
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IV. Ciggi liczbowe

n

)

Przyklad 5. Zbadaj monotonicznoSc¢ ciaggu (an), gdy a =1+

Rozwigzanie: "
Zachodza dwa przypadki:
1. Jezelin jest liczbg parzysta, wtedy n + 1 jest liczbg nieparzystg i wowczas a,= 1+ %, za$
a,, =1- %, wiec a >a, |
2. Jezeli n jest liczbg nieparzysta, to n+ 1 jest liczbg parzysta; a wtedy a,=1- %, za$
a,, =1+ % Wobec tego a,<a,, . Ciag (an) nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

Przyktad 6°. Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu Fibonacciego.
Rozwiazanie:
Ciggiem Fibonacciego jest, jak juz wiemy, cigg (Fn) okreslony nastgpujaco:

F=F=1F,  =F+F,  dlan=2734,..

Udowodnimy, stosujac zasade indukcji matematycznej, ze jest to ciag niemalejacy.
A zatem wykazemy, ze F, . >F, dlakazdej liczby naturalnej dodatniej n. Oczywiscie
F,>F, bo F,=F,=1

Udowodnimy teraz, ze dla kazdego n>2,jesli F >F,_ i F,_ >F, _,t0F, >F,.
Istotnie, F , =F +F, _>F,_ +F, _,=F, zgodnie z okreSleniem ciggu (Fn).

Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze F, , > F, dla kazdej liczby natural-
nej dodatniej n. Oznacza to, ze ciag (Fn) jest niemalejacy.

Przyklad 7°. Wykaz, ze ciag (xn) okreslony wzorem x,=x,= 1, an:——l——l dla
n=2,3,... jest malejacy. xn—1+x—n
Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami dodatnimi. Istotnie,
x,>0ix,> 0. Przy zalozeniu, ze x, _ i x, sg dodatnie, otrzymamy:

S
n+1 x 1+ —)}—

n
n

X > 0.

Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze x, > 0 dla kazdej liczby naturalnej
dodatniej n. Wobec tego dla kazdego n:

1 X

‘xn + 1 = =

xn -1 +

X

L = + )
1 xn—l'xn+1<1 x,box _ x +1>1
xﬂ

Zatem ciag ( x, ) jest malejacy.

n

%\Q\‘ Pytania i zadania
1. Co to jest ciag:
a) rosnacy, b) malejacy, ¢) niemalejacy,
d) nierosnacy, €) monotoniczny?
2. Co to znaczy, ze ciag:

a) nie jest rosnacy; b) nie jest malejacy?
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3. Ciag arytmetyczny i jego wiasnosci

3. Podaj przyktad ciagu nieskonczonego, ktory:
a) jest rosnacy i ma wszystkie wyrazy ujemne;
b) jest malejgcy i ma wszystkie wyrazy z przedzialu (1;2).

4. Zbadaj monotonicznoS¢ ciggu (%) 0 wzorze ogllnym:

__n_. _2n-1. _.n . _(ar 1)t -nt
V4,2, Pa=T— 94, 50T D= )T ar
_n.Qn _ n+2_ _l 1
e)a,=2-3" fya,=5+7 g a, =+ 0T

5. Sprawdz, czy jest monotoniczny ciag:

a)an:<_%>; b)bnzzn_nz; C)Cn:n—'—(—l)n.
6. Wykaz, ze ciag:

a)a,=n’—3n+2 jest niemalejacy;

b) b,=|n—4|-(n—-2) jest nierosnacy.

7". Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu:

8. Wyznacz najwigkszy wyraz ciagu ( X, ), jesli:

__n _1000"
R T R T

2
_n.,
a)x, = >

3. Ciag arytmetyczny i jego wtasnosci

(@Y !

Ciag, w ktorym rdéznica miedzy dowolnym wyrazem i wyrazem bezpoSrednio go poprze-
dzajacym jest stala dla danego ciggu, nazywamy ciagiem arytmetycznym.

Tak wiec ciag (an) jest arytmetyczny < _\G/R é\N (an L —a,= r). Liczbe r nazy-
wamy réznicg ciggu arytmetycznego. )
Uwaga. Cigg arytmetyczny moze by¢ nieskoniczony lub skoficzony, przy czym ciag skon-
czony musi by¢ co najmniej trojwyrazowy.

A oto przyklady kilku ciagéw arytmetycznych:

1,2,3,4,5,...— ciag arytmetyczny o roznicy r = 1;

4,2,0,-2,—4,...— cigg arytmetyczny o roznicy r=—2;
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IV. Ciggi liczbowe

—%, -1, —%, 0, % 1,... — ciag arytmetyczny o roznicy r = %;
-/2,0,/2,2,/2,3/2,... - cigg arytmetyczny o roznicy r = /2
c,c,c,c, ..., gdzie ¢ € R — ciagg arytmetyczny o roznicy r = 0.

Z definicji ciggu arytmetycznego wynika nastepujacy wniosek:

Whniosek. Ciag arytmetyczny o rOznicy r jest:
—rosngcy, gdy r > 0;

—malejacy, gdy r<0;

—staly, gdy r=0.

Zapisujac podang w definicji ciggu arytmetycznego rownos¢ a, , ,—a, =r w rowno-
waznej postaci: a, , = a, +r, widzimy, ze kazdy wyraz ciggu arytmetycznego jest sumg wy-
razu poprzedniego i roznicy tego ciggu. Wnioskujemy stad, ze ciag ten okreSlaja jego
wyraz pierwszy i roznica; obie te liczby pozwalaja wyznacza¢ kolejne wyrazy ciggu.
Przyklad 1. Wyznacz a,,a,,a,,as w ciggu arytmetycznym (an), w ktorym a,=3,r=-5.
Rozwigzanie:

Poniewaz dla kazdego n:

a, .  =a +r, wiecr

a,=a,+r=3+(=5)=-2,
=a+r=(-2)+(-5)=-17,

a,=a,+r=(=7)+(=5)=-12,

a;=a,+r=(-12)+(=5)=~17.

Z definicji ciggu arytmetycznego mozna wysnuc jako wniosek jeszcze jedng jego wia-
Snosc:

Twierdzenie
Ciag (an) jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej n ta-
kiej, ze n > 2, gdy ciag (an) jest nieskoniczony, takiej za$, ze 2 < n < k — 1, gdy ciag (an) jest

skoficzony k-wyrazowy, zachodzi rownosc:

0 Dowdd. Wystarczy zauwazyé, ze:

a . +a
a=—"t=l_n*l «y 2q=q +a = a . —a=a-a .U
2 n n 1 n n n

n -1 n+1 n+
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3. Cigg arytmetyczny i jego wiasnosci

Przyklad 2. Migdzy liczby 28 i 52 wstaw takie dwie liczby x i y, aby ciag (28,x,y, 52) byl
ciggiem arytmetycznym.
Rozwigzanie:

Ciag (28,x,y,52) bedzie arytmetyczny, gdy liczby x i y spetnig rownania 2x =28 +y
12y=x+52.

Po rozwigzaniu uktadu tych réwnan, czyli rownowaznego mu ukfadu:

2x—y=28
x—=2y=-52,

otrzymujemy x = 36, y = 44.
Odpowiedz: Ciag bedzie arytmetyczny, jesli x = 36, y = 44.

Przyklad 3. Dtugosci bokow trojkata prostokatnego tworzg ciag arytmetyczny. Przeciw-
prostokatna ma diugos$¢ 30. Oblicz dtugosci przyprostokatnych.
Rozwigzanie:

Oznaczmy przez a i b dtugosci przyprostokatnych tego trojkata i przyjmijmy, ze a < b.
Poniewaz ciag (a, b, 30) jest arytmetyczny, wigc 2b = a + 30. Ponadto z twierdzenia Pitago-
rasa wynika rownanie a>+ b*= 30

Rozwigzujac ukiad rownan:

2b=a+30
a*+b*=900,
otrzymujemy kolejno:
a=2b-30 a=2b-30 a=2b-30 a=2b-30
2

(26-30) +b6>=900, |56°—-120b=0, |b*-24b=0, |b=24,

bo b>0 i ostatecznic | >
0 I ostatecznie y,

Odpowiedz: Dtugosci przyprostokatnych wynosza: a = 18, b = 24.

Przyklad 4. Trzy liczby dodatnie a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny. Udowodnij, ze liczby
1 1 1

, , rowniez tworza ciag arytmetyczny.
/E+/E/E+/a/a+/z 4 c1gg ary yczny
Rozwigzanie:

Poniewaz (a, b, c) jest ciggiem arytmetycznym, wigc 2b = a + c.

Aby wykazac, ze ciqg( 7 _l*_ 7o T i T2 Ja i 7 ) jest arytmetyczny, udowodnimy, ze:

2 1 1
= + .
JetJa Jb+Je Ja+ /b
Zadanie sprowadza si¢ wiec do wykazania, ze jeSli 2b=a + c, to:
1

2 L1
Je+Ja Jb+/Je o Ja+ /b
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IV. Ciagi liczbowe

Moga zajs¢ tutaj dwa przypadki:

1.(a,b,c) jest ciagiem statym, wtedy ciag (/E }_ 7 ) ( 7 }L 7 ) ( 7 _}_ /E) tez jest sta-

ly, a wigc jest arytmetyczny.
2.(a,b,c)nie jest ciagiem stalym. Wowczas:

2 Je—Ja _ _
e la s TeeTa Yemya—ema (Ve a)

Ay (Vo= /b= Ja) - L=ib Ll

2(b-a)

Je=/b Jb-Ja _ 1 |
—b b=a [+ /b Jb+i/a

bo2b=a+c e c-a=2(b-a) = c-b=b-a.

U‘

9}

\;;%“%\‘ Pytania i zadania

1. Co to jest ciag arytmetyczny? Podaj przykiady.

. Omow monotoniczno$¢ ciggu arytmetycznego.

. Podaj charakterystyczna wiasnos¢ ciggu arytmetycznego.

. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciggu arytmetycznego (an), w ktorym:

a)aI:—Z, r=3; b)a2: 2, r=—1 C)a1: 0, a,= 2.

FE NS I S

5. Migdzy liczby 1 i 257 wstaw takie liczby x, y, z, aby ciag (l,x, ¥,2,257) byt arytme-
tyczny.

6. Dlugosci bokow trojkata prostokatnego o polu 150 tworzg ciag arytmetyczny. Oblicz
obwod tego trojkata.

7. Miary trzech kolejnych katow czworokata wpisanego w okrag tworza ciag arytmetycz-
ny o roznicy r = 30°. Wyznacz miary katow tego czworokata.

8. Dla jakich wartosci n liczby:
a)2n—1, 2143, 20+7,  byn’, (n+1), (n+2) -2
tworza cigg arytmetyczny?

9. Udowodnij, ze jezeli ciag (a,b,c) jest arytmetyczny, to:
3<a2+b2+c2> =6(a —b)2+ (a+b+c)2.

10. Udowodnij, ze jezeli ciagi (a.b,c) i (az,b2 , cz) sa arytmetyczne, to a=b =c.

11. Udowodnij, ze jezeli (a+b)(b+c)(c+a)#0 i ciag (b-lka’ awch’ c-}-b) jest aryt-

metyczny, to ciag (a b c 2) takze jest arytmetyczny.
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4. Wz6r na n-ty wyraz i wzor na sume n pierwszych wyrazow ciggu arytmetycznego

4. Wzor na n-ty wyraz i wzér na sume n pierwszych wyrazow ciagu
arytmetycznego
Wiemy juz, ze jezeli (an> jest ciggiem arytmetycznym o roznicy r, to dla kazdej dodat-
niej liczby naturalnej n zachodzi rownos¢ a, | ,
Stad a,=a,+r, a,=a,t+r=a,+2r, a,=a,+r=a,+3r iogolnie:

=q +r.
n

[Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi wzor: ]

a,=a+(n—-1)r.

Jest to wzor na og6lny wyraz ciggu arytmetycznego (an). Pozwala on obliczy¢ dowolny
wyraz ciggu arytmetycznego, gdy znamy jego wyraz pierwszy i roznice.
U Dowdd twierdzenia™ . Zastosujemy indukcj¢ matematyczna:
1. Sprawdzenie dla n=1:

a=a+(1-1)-r=a,
2. Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, jeSli a, = a,+ (n - 1) r,toa, .

Istotnie, z okreslenia ciggu arytmetycznego i na mocy zatozenia indukcyjnego:

=a1+nr.

a, . =a+r=a+(n=1)r+r=a-+nr.

Zatem na podstawie indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwos¢ dowodzonego
wzoru dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n. (J

Przyklad 1. W ciagu arytmetycznym (an) danesg a,=—2, r=15. Oblicz a,,
Rozwigzanie:
Zgodnie z poznanym wzorem obliczamy:

003 =4t (2003 - l)r: -24+2002-5=10008.
Odpowiedz: a,,,= 10008.

2003

a

Przyklad 2. W ciggu arytmetycznym (an) dane sg a;,=37,a, = 52. Oblicz a,,
Rozwigzanie:
Z tresci zadania wynikaja rownosci: a,+ 7r = 37 i a,+ 10r = 52. Po rozwigzaniu ukfadu
rownan:
a,+7r=37
a,+10r=>52
z niewiadomymi a, i r otrzymujemy a, =2, r=>5.
Zatem a, =a,+19r=2+19-5=97.
Odpowiedz: a,,=97.

Przyklad 3. W pewnym ciggu arytmetycznym a,=n i a,=m, gdzie m#n. Oblicza,.
Rozwigzanie:

Niech r bedzie roznica tego ciagu. Wowcezas a, =a,+(m—1)r i a,=a,+(n—1)r.
Wtedy a,—a,=(m—n)r, ale takze a, —a,=n—m.

Stad (m—n)r=n-m i dalej r=-1, bo m—n#0.
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IV. Ciggi liczbowe

Wobec tego a,—a,=(p—n)r=(p-n)(-1)=n-piostatecznie:
a,=a,tn-p=m+n-p.
Odpowiedz: a,=m+n—p.

Rozwazmy skoficzony cigg arytmetyczny: (=5, -2, 1,4,7, 10, 13,16 ). W ciagu tym row-
ne 3 nastepujace sumy wyrazow: =5+ 16=-2+13=1+ 10 =4 + 7. Méwimy wowczas,
ze wyrazy, ktore dodajemy, sa jednakowo oddalone od poczatku i konica danego ciagu.
Nietrudno jest teraz udowodni¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

W skoficzonym n-wyrazowym ciggu arytmetycznym (al,az,a3, an) suma kazdych
dwoch wyrazow jednakowo oddalonych od poczatku i konca ciggu jest stala i wynosi
ata,

0 Dowod. W n-wyrazowym ciagu (‘11 B N S N 1,a”) wyrazami, o ktérych mo-

wa w twierdzeniu, sa: a, , ,ia, _, dla k=0,1,2,...,n— 1

Poniewaz a,  ,=a,+kr i an_k=a1+(n—k— l)r, wiec:

a ., ta,_,=a+kr+a+(n—k-1)r=a+a+(n-1)r=a+a,

1 +k

dla k=0,1,2,3,...,n-1.0

Niech §, oznacza sume n pierwszych wyrazow ciagu (an). Mamy wigc:
Sl = al ’

S,=a,+a,,

S,=a,ta,+ta,,

S,=a,ta,ta,+a,,

S =a+ta,+ta,+...+a .
n 1 2 3 n

S nazywamy tez n-tg suma czeSciowa ciagu (an).

Twierdzenie
Ciag (an) jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej dodatniej liczby natu-
+
ralnej n zachodzi wzor S, = “ 5 %p,

U Dowdd. Zatozmy, ze ciag (an) jest arytmetyczny. Wowczas, zgodnie z udowodnionym
poprzednio twierdzeniem, mamy:

28,=(a,+a,+a,+ La)+(ata,+at..+a))=

:(al+an>+(a2+an71)+...+<a +a 7k)+...+(an+a1):<a1+an)'n;

1+k n
a+a
— np
n 2 .
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4. Wz6r na n-ty wyraz i wzor na sume n pierwszych wyrazow ciagu arytmetycznego

Zat6zmy teraz, ze wyrazy ciagu (an) spetniaja dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n
wzOr:
a+a,
R I

Wykazemy, ze ciag (an) jest arytmetyczny. Dla kazdej liczby naturalnej n takiej, ze
n = 3, zachodza rownosci:

(128, =(n-1)(a,+a,_ )

(2)2S,=n(a,+a,),

(3)25,, =(n+1)(a+a,.,)

Jesli odejmiemy od réwnosci (2) réwnos¢ (1), zas od réwnosci (3) rownosc (2),
otrzymamy rownosci:

(4)2a,=a,+na,—(n—-1)a

(5)2a

Jezeli odejmiemy od rownosci (5) réwnos¢ (4), otrzymamy zwigzek:

n—17
=a+(n+1)a,, —na,.

n+1

6)2(a,.,~a,)=(n+1)a,,  —2na+(n-1)a, ,czylizwigzek:

(7) 2(7’1_ l)an: (I’l‘ 1>(an— 1+an+ l)’
skad, po podzieleniu obu stron przez n — 1, wynika rOwnosc:

2a,=a +a
n 1

- n+ 1
ktéra dowodzi, ze ciag (an) jest arytmetyczny. (J
Przyklad 4. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych od 1 do 1000.

Rozwigzanie:
Liczby naturalne od 1 do 1000 tworza ciag arytmetyczny, w ktorym:

a,=1, n=1000, a,,,,=1000.

1000

Ze wzoru na sum¢ n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego mamy:

= 1+1000 4600 = 1001 - 500 = 500500.

1000 2

Odpowiedz: 500500.

S

Przyklad 5. Oblicz sume pierwszych stu liczb naturalnych, ktore z dzielenia przez 5 daja
reszte 1.
Rozwigzanie:

Liczba naturalna, ktora z dzielenia przez 5 daje reszte 1, jest postaci Sk+ 1, gdzie k
jest liczba naturalna. Nalezy zatem obliczy¢ sumg liczb:

1,6, 11, 16, 21, 26, ..., 496.

Liczby te tworza cigg arytmetyczny, w ktérym a, = 1, n= 100, a = 496.

Stad 8,4,= 15328100 = 497 - 50 = 24850.

Odpowiedz: 24850.
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IV. Ciagi liczbowe

Przyklad 6. Rozwigz rownanie 1 +4+7+... +x=117.
Rozwigzanie:
Lewa strona rbwnania jest sumg ciggu arytmetycznego, w ktorym:
a=1, r=3 x=a,=1+(n-1)-3=3n-2.
- 3n—1)n
Stad s - L+ 3n=2 Lo : )n

2
3n—1)n
Po rozwigzaniu w zbiorze liczb naturalnych réwnania ——2—) =117, czyli rbwnania

3n*—n-234=0, otrzymujemy n=9.
Wobectego x=3n-2=3-9-2=25.
Odpowiedz: x = 25.

Przyklad 7°. Udowodnij, ze jezeli S, S, i S,, oznaczaja sumy odpowiednio n, 2n,3n po-
czatkowych wyrazow dowolnego ciggu arytmetycznego, to spetniajg rownosc:

S3,= 3(SZn_ Sn)'
Rozwigzanie:

Niech (an> bedzie dowolnym ciagiem arytmetycznym o rdznicy r, za§ S, S, i S,
niech oznaczaja sumy odpowiednio n, 2n i 3n poczatkowych jego wyrazow. Mamy wiec
rOwnosci:

_ata, _ata,, ) _ata,, '
S = 5 ‘n, S, = 5 2ni S, = 5 - 3n, a ponadto:

a,+a,=a+(n-1)r+a+3n- 1)r:2a1+(4n—2)r=

=2<a1+ (2n- I)r) =2a,,

Stad:
a-+a a-+a
3(5,-5,) =3 A oA
2(a1+a2n)—(a1+an) 2a,+2a, —a,—a,
= 5 3n= 5 3n=
a,+2a, —a at+a
e 22 3n= 12 .3n=8,.

Przyklad 8°. Ile wyrazow ma ciag arytmetyczny, ktorego wyrazy spetniajg uktad rownan:
a,ta,+..+a, =256
a,+a, =647

Rozwigzanie:

Jezeliciag a,,a,,...,a,,... jestarytmetyczny o réznicy r, to ciag a,,a,, ...,a, , ... jest
takze arytmetyczny o r6znicy 2r. Lewa strona pierwszego réwnania danego uktadu jest
wigc suma n pierwszych wyrazow ciagu a,,a,,d,, ...,a

e
. . . . . . a,ta
Wobec tego rownanic a, + a, + ... + a,, = 256 jest réwnowazne réwnaniu ——5—2 - n = 256,

ktore na mocy drugiego rownania ukfadu prowadzi do réwnania 32n = 256. Stad n = 8.
Odpowiedz: Dany ciag arytmetyczny ma 16 wyrazow.
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5. Ciag arytmetyczny w zadaniach

Pytania i zadania

1. Podaj wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (an )

Podaj wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (an )

W ciggu arytmetycznym (an> danesg:a,=7ia,=13. Wyznacza ia,

Drugi wyraz ciggu arytmetycznego wynosi 10, piaty wyraz 28, a ostatni 58. Oblicz wy-

raz pierwszy oraz liczbe wszystkich wyrazow tego ciagu arytmetycznego.

5. Napisz kilka pierwszych wyrazow ciagu arytmetycznego, ktorego n-ty wyraz dany jest
wzorem:

o

Sn+7 8n—3
a)a, = 6 b)a, = n3 ; c)a,= ”5 .
6. Napisz kilka pierwszych wyrazow ciggu arytmetycznego, dla ktérego suma n poczatko-
wych wyrazéw wynosi:
a) S =5n+3n; b) S, =7n"-5n; c) S, =3n"
7". Ile wyrazOw ma ciag arytmetyczny, ktorego wyrazy spetniaja uktad réwnan:

ata,+..+a =588 1ia,+a,, =567
3 n+1

2n + 1 +

8. Trzeci wyraz ciggu arytmetycznego wynosi zero. Oblicz S..
S 2
9". W pewnym ciggu arytmetycznym (an) zachodzi rownos¢ Sm = <%> . Udowodnij, ze:
4, _2m—1 !
a, 2n-1°

5. Ciag arytmetyczny w zadaniach

Podrozdzial ten w calo§ci poswiecimy zastosowaniom ciagu arytmetycznego w zada-
niach.

Przyklad 1. Przy wykopie studni za pierwszy metr gigbokosci zaptacono 20 zi, a za kazdy
nastepny metr — o 10 zI wiecej niz za poprzedni. Catkowity koszt wykopu studni wyniost
1350 zt. Jak gteboka jest studnia?
Rozwigzanie:

Koszty drazenia kolejnych metréw glgbokosci studni tworzg ciag arytmetyczny
o pierwszym wyrazie a,= 20 zf oraz réznicy r = 10 zl. Catkowity koszt wykopu studni wy-
niost 1350 zt. Zaktadajgc przy tym, ze wykopano ja na n metroéw glebokosci, otrzymujemy,
zgodnie ze wzorem na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, rownanie:

20420+ (n=1)10
2

(20+5(n=1))n=1350, czyli:

-n = 1350, stad:

(n o 3) n=270
i ostatecznie n=15.

Odpowiedz: Studnia ma giebokos¢ 15 m.
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IV. Ciagi liczbowe

Przyklad 2. Bartek wplacal na konto w banku co miesiac o 200 zt wigcej niz w poprzednim
miesigcu. W jakim czasie uzbieral 18450 z1, jezeli jego pierwsza wptatg na to konto byto
1250 z1?
Rozwigzanie:

Whlaty, jakich dokonywal Bartek, sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego
o pierwszym wyrazie a,= 12501 roznicy r = 200. Zaldzmy, ze kwote 18450 zI Bartek uzbie-
ral w ciggu n miesigcy.

Zatem n-ty wyraz tego ciggu wplat a,= 1250 + (n—1)200 = 200n + 1050. Stad ze
wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego otrzymujemy rownanie:

1250 + 2020n +1050
ktore jest rownowazne kolejno rownaniom:

50n (2n+23) = 18450,

2n*+23n—369 = 0.

Rozwiazujac to rbwnanie kwadratowe, obliczamy:
A=23*+8-369 =3481= 592

i pierwiastki: n = # =— %, n,= ﬁf-s—g =9,

n=18450,

Warunkom zadania odpowiada tylko n,=9.

Odpowiedz: Kwote 18450 zt Bartek uzbieral w ciagu 9 miesiecy.

Przyktad 3. Wydajnos¢ pracy zalogi robotniczej rosta co miesigc w ciggu arytmetycznym.
Wydajnos¢ pracy w dwunastym miesigcu byta o 26 % % wieksza niz w pierwszym. Wia-
domo, ze roczna produkcja wyniosta 1686 jednostek. Oblicz norme z pierwszego miesia-

ca oraz staly jej przyrost.
Rozwigzanie:
Zatozmy, ze w pierwszym miesiacu zaloga wykonata a jednostek. Wobec tego w dwu-
nastym miesigcu wykonatfa ich:
157

19 _ 157
a+26ﬁ%a— 124 %

Ze wzoru na sum¢ n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego otrzymujemy row-
nanie:

157

ati55a

—124 12 = 1686.

Rozwiazujac je, otrzymujemy kolejno:
157

a+ma=281,

28L0=281, skad a=124,
157 157

za8 154 4= 17 124 =157.
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Liczba 157 jest dwunastym wyrazem ciagu arytmetycznego o pierwszym wyrazie row-
nym 124. Oznaczajac przez r rOznice tego ciagu, otrzymujemy kolejne réwnanie:

124+ 11r=157,
skad 11r=33
1 ostatecznie r = 3.
Odpowiedz: Zaloga wykonala w pierwszym miesigcu 124 jednostki, a w kazdym nastep-
nym o 3 jednostki wiecej.

Przyktad 4. W piwnicy stoja dwie 77-litrowe beczki, pierwsza petna wody, natomiast dru-
ga — pusta. Z pierwszej beczki przez otwOr w dnie ubyly w pierwszej sekundzie 4 1 wody,
a w kazdej nastepnej ubywa o 0,2 | mniej niz w poprzedniej. Jednoczesnie do drugiej beczki
wlato si¢ z kranu w pierwszej sekundzie 1,5 1 wody, a w kazdej nastgpnej przybywa o 0,5 1
wiecej niz w poprzedniej. Po ilu sekundach w kazdej beczce bedzie tyle samo wody?
Rozwigzanie:

Z tresci zadania wynika, ze poziom wody w kazdej z beczek zmienia si¢ w ciagu aryt-
metycznym:
— w pierwszej — jak w ciggu o pierwszym wyrazie a,=4 i roznicy r=-0,2,
—w drugiej — jak w ciggu o pierwszym wyrazie b = 1,5 i r0znicy r = 0,5.

Zalézmy, ze poziomy wody w obu beczkach wyrdwnaja si¢ po n sekundach. Wobec te-
go z pierwszej beczki ubgdzie w tym czasie:

4+4 -1)(-0,2
+(n 5 ) { )~n litrow wody,

a do drugiej beczki wleje sie:

1,5+1,5+(n-1)-05 L
) -n litrow wody.

A poniewaz wowczas poziomy wody w obu beczkach si¢ wyréwnaja, stad rOwnanie:

77_4+4+(n—1)-(—0,2).n:1,5+1,5+(n—1)~0,5.n.

2 2
Po jego przeksztalceniu otrzymamy kolejno rownowazne mu rownania:
3+0,5(n-1
77-(4-01(n- 1))11:——#%,
3+0,5(n-1)

(4-0.0(n-1))n+ n=171,

2
(8-02(n=-1)+3+05(n—1))-n=154,

(11+0.3(n=-1))-n=154,

0,3n°+10,7n — 154 = 0,

3n*+107n—1540 = 0.

Rozwiazujac to rownanie kwadratowe, obliczamy najpierw jego wyroznik:

A=107"-4-3- (—1540) =107*+ 121540 =29929 = 173,

127



IV. Ciggi liczbowe

a nast¢pnie — pierwiastki:

_—=107-173 _ 140 _=107+173 _ 66 _
n= 3 =T T3 M= 6 —6—11.

Widzimy, ze tylko drugi z nich spetnia warunki zadania.

Odpowiedz: W kazdej beczce bedzie tyle samo wody po 11 sekundach.

Pytania i zadania

1.

Dot, jaki powstal po wykopaniu piasku, ma ksztalt prostopadio$cianu. Powierzchnia do-
tu wynosi 14,8 m?, a jego wymiary, z ktorych najwigkszy to gigboko$¢ dotu, tworza ciag
arytmetyczny o r6znicy 0,5 m. Ile metrow sze$ciennych piasku wykopano?

. Dwaj zapaleni turysci Bolek i Lolek wyruszyli w Swiat. Najpierw wyruszyl Bolek, ktory
" pokonuje kazdego dnia 40 km. Po 6 dniach z tego samego miejsca, co Bolek, wyruszyt

w podroz Lolek, ktory pierwszego dnia przebyl 82 km, a kazdego nast¢pnego dnia
0 4 km mniej niz dnia poprzedniego. W ktérym dniu i w jakiej odlegtosci od miejsca wy-
marszu Lolek dogoni Bolka?

. W pewnej rodzinie ojciec — wielki mito$nik ksigzek — daje kazdemu ze swoich pieciu sy-

néw w dzien ich urodzin, poczawszy od pigtego roku zycia, tyle ksigzek w prezencie, ile
dany syn konczy lat. Wiadomo przy tym, ze liczby, wyrazajace wiek kazdego z nich, two-
rzg cigg arytmetyczny o réznicy 3, natomiast ich wspolny zbidr ksigzek liczy 325 wolu-
minow. Ile lat ma kazdy z synow?

. Wartos¢ uzytkowa pewnej maszyny maleje z roku na rok w ciaggu arytmetycznym. W ja-

kim czasie maszyna ta straci calkowicie swa wartos¢, jesli wiadomo, ze jej wartoS¢ po 25
latach byfa trzy razy mniejsza niz po 15 latach?

. Na ptycie kuchennej stoja dwa kotly, oba w ksztalcie walca obrotowego. Jeden z nich

jest pelen wody, a drugi pusty. Z pierwszego z nich o pojemnosci 65,4 | wyplynely przez
zawOr w bocznej Scianie w pierwszej sekundzie 4 1 wody, a w kazdej nastepnej ubywa
0 0,2 | mniej niz w poprzedniej. Jednocze$nie do drugiego kotla wlato si¢ z kranu
w pierwszej sekundzie 1,5 I wody, a w kazdej nastepnej przybywa o 0,5 1 wigcej niz w po-
przedniej. Po ilu sekundach poziomy wody w obu tych naczyniach wyrownaja sie¢, jezeli
pole dna pierwszego kotla jest 1,5 razy wigksze niz drugiego?

6. Pola kwadratowych kartek papieru r6znej wielkoSci tworza ciag arytmetyczny o pierw-

szym wyrazie rownym 12 cm?, pigtym za$ 30 cm?. Kartki te pocigto na kawalki, z ktorych
ulozono kwadrat o polu 2,1 dm?. Ile byto tych kartek?

- Miary katow pewnego dziewigciokata tworzg cigg arytmetyczny. Najmniejszy z nich ma

miar¢ 108°. Oblicz miar¢ najwigkszego z katow tego dziewigciokata oraz roznice mie-
dzy miarami jego kolejnych katow.

. Miary katow pewnego wielokata tworzg cigg arytmetyczny. Najmniejszy z nich ma mia-

re 119°, a najwigkszy 169°. Ile bokow ma ten wielokat?

. Miary katow pewnego wielokata tworzg ciag arytmetyczny o roznicy 6°. Najmniejszy

z nich ma miar¢ 114°. Ile bokéw moze miec ten wielokat? |

10. Z beczki pelnej wody w pierwszej sekundzie wylalo si¢ 3,4 I wody, a w kazdej nastep-

nej o 0,3 1 mniej niz w poprzedniej, przy czym w ostatniej sekundzie wylalo si¢ juz tyl-
ko 0,1 1 wody. Ile sekund wylewata si¢ woda z tej beczki? Ile w niej bylo wody?
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6. Cigg geometryczny i jego wiasnosci

Pewna legenda glosi, ze bramin (cztonek najwyzszej kasty kaptanskiej), ktory wynalazt
szachy, zazadal od krola perskiego tyle ziaren pszenicy, aby mogt pokry¢ nimi calg sza-
chownice (ryc. 4.1). Zaczat od jednego ziarna na pierwszym po-
lu, potem polozyt dwa na sgsiednim, potem na nastgpnym dwa
razy wiecej niz na poprzednim polu, i tak az do ostatniego. Oka-
zalo si¢, ze nie tylko spichrze szacha perskiego, ale wszystkie spi-
chrze na $wiecie nie maja razem tyle pszenicy. Oblicz, ile ziaren
pszenicy zazadat bramin od kréla perskiego.

Liczby ziaren, jakie musialby kia$¢ krol perski na kolejnych
polach szachownicy, tworza ciag:

1,2,4,8,16,32,64,...,2%,2%,

Ryc. 4.1.

Sume tych liczb mozemy obliczy¢, korzystajac na przykiad z jednego z poznanych
w klasie pierwszej wzorow skréconego mnozenia:

a'=b"=(a=b)(a""'+a" Pb+a" b+ .. +ab" P+b" ),

Naszym zadaniem jest obliczy¢ sume:

1+2+427+ 2%+ 2%+ ... +2%+2%,

Zgodnie z podanym wzorem:

[+24+2°4+ 27424 +2%42%=(2-1)(27+2%+ .. +2°+2'+ 1) =

=2%~1=18446744073709551615.

Tyle anegdota. Powroémy do wspomnianego ciggu: 1,2,2%,2°,24,2° ...,2%% 2% Ma
on t¢ ciekawg wlasnosc, ze kazdy jego wyraz (poczawszy od drugiego) jest iloczynem wy-

razu poprzedniego i liczby 2.
Podobnie, jesli przyjrzymy sie ciggom:

1 .
—g,l,—3,9,—27,81,...,

5,-1

1 .
50 257125 62577

4,4,4,4,...,
to zauwazymy, ze w kazdym z nich wszystkie wyrazy (poczynajac od drugiego) sa iloczyna-
mi wyrazu poprzedniego i pewnej tej samej liczby; w pierwszym ciagu owa liczba jest -3,
w drugim -5, za$ w trzecim 1. Ciagi liczbowe o powyzszej wiasno$ci nazywamy ciggami
geometrycznymi.

1

oproOcz wyrazu pierwszego, jest iloczynem wyrazu poprzedniego i tej samej pewnej liczby g.

[Ciqg (an) nazywamy ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego wyraz,]

Liczbe g nazywamy ilorazem ciaggu geometrycznego.
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IV. Ciggi liczbowe

Uwaga. Cigg geometryczny moze by¢ nieskonczony albo skoficzony, przy czym skoficzony
cigg musi by¢ co najmniej trojwyrazowy.

Zgodnie z podana definicja ciag (0,0, 0, . ..) jest geometryczny — jego ilorazem jest do-
wolna liczba rzeczywista. Aby cigg geometryczny mial tylko jeden iloraz, trzeba zatozyc,
by jego pierwszy wyraz byt rozny od zera. Na przyktad, gdy a # 0, to ciagi (,0,0,...),
(a,a,a,...),(a,—a,a,—a,...)sa geometryczne o ilorazach réwnych odpowiednio 0, 1i-1.

Jezeli wszystkie wyrazy ciagu (an) sa rozne od zera, to mozemy tez mowic, ze ciag (an)
jest geometryczny, gdy stosunek dowolnego jego wyrazu (oprdcz wyrazu pierwszego) do
wyrazu bezpoSrednio go poprzedzajacego jest staly.

Zatem, gdy wszystkie wyrazy ciagu (an) sa rozne od zera, ciag (an) jest geometryczny
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka rozna od zera liczba rzeczywista g, ze dla kazdej do-
datniej liczby naturalnej n (gdy ciag ten jest nieskoficzony) lub dla kazdej dodatniej liczby
naturalnej n takiej, ze n < k — 1 (gdy ciag ten jest skoficzony, k-wyrazowy) spetniony jest

a

n+l _

warunek — q.

Aby wyznaczy¢ cigg geometryczny, nalezy znaleZ¢ jego pierwszy wyraz i iloraz. Jesli
znamy te dwie liczby, znajdziemy kolejne wyrazy ciagu.

Spojrzmy teraz na kilka przyktadow ciagéw geometrycznych, obok ktorych zamiesz-
czono ich pierwszy wyraz i iloraz:

(-3.6,-12.24,...). a=-3, q=-2
(3,1,%,—%,...), a,=3, q:%;
(2,-2,2,-2,...), a,=2, qg=-1

(=2,-2,-2,...), a,=-2, g=1
Jezeli ciag (an) jest geometryczny o ilorazie g, to zgodnie z definicja:

— _ _ 2 _ _ 3
a,=a,q, a,=a,q=a,q°, a,=a,q=a,q’ itd.

Twierdzenie

Jezeli (an) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g # 0, to dla kazdej dodatniej liczby
naturalnej n zachodzi réwnosc:

a,=aq

Jest to wzor na ogllny wyraz ciggu geometrycznego.

(JDowdd twierdzenia™ . Zastosujemy indukcj¢ matematyczna:
1. Dla n =1 podany wzor zachodzi, gdyz dla ¢ # 0 réwnos¢ a,=a,q° jest prawdziwa.
2. Dowodzimy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, jeslia,=a, ¢" ', to a,, ,=a,q".

Istotnie, na mocy definicji ciggu geometrycznego i zalozenia indukcyjnego
a,,,=¢,9=a,q"" " q=a,q"
Na podstawie zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze podany wzor zachodzi
dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n. (J

130



6. Cigg geometryczny i jego wiasnosci

Przyklad 1. W ciagu geometrycznym (an) dane sa: a,=2,q=3.Oblicza,ia..
Rozwiazanie:
Zgodnie ze wzorem na n-ty wyraz ciggu geometrycznego obliczamy:
a;=a,q*=2-3"=2-81=162,
a,=a;-q°=2-3°=2-729 = 1458.
Odpowiedz: W danym ciagu geometrycznym a,= 162, a,= 1458.
Przyklad 2. Wyznacz ciag geometryczny, wiedzac, ze a,= 3ia,=—3.
Rozwiazanie:
Mamy a,=a, q*ia,=a,q’. Wobec tegoa,¢"=3ia,q’=—3; stad g° = —1iwreszcie g = —1.
Po podstawieniu tych danych do pierwszej rownosci otrzymujemy a, = 3.
Odpowiedz: W danym ciggu geometrycznym a,= 3, g =—1.
Przyklad 3. Wyznacz cigg geometryczny, w ktorym a, + a,+ a,=2lia,— a,= 3.
Rozwigzanie:
Uklad rownan:
a,ta,+a,=21
a,—a=3
jest rownowazny uktadowi rownan:
a+aq’+aq*=21
a, q2 —a,=3,

a ten kolejno uktadom réwnan:

a,(1+q’+q*)=21
a1<q2—1>:3,
ot N
IM+q*+q* 7
4 (qz— 1) =3,
9*-6¢"+8=0 |[(¢°-2)(q’~4)=0 [q’=2 o4
a1<q2—1>:3, 1<q2—1>:3, a, q2—1>:3 a,(q*- 1)=3,
a,=3 1ub a,=1
g*=2 U g*=4
1 ostatecznie:
“3 b {6“23 lub {alz lub {a1:1
q=-12 q=12, q=-2, q=2,

Odpowiedz: Istnieja cztery ciagi geometryczne spelniajace warunki zadania. Sa to ciagi
wyznaczone przez pary:

a1:3 a1=3 alzl a,=1
q=-/2, q=-/2, q=-2, q=2.
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IV. Ciagi liczbowe

Ponizej przedstawimy nastepna wiasnos¢ ciggu geometrycznego:

Twierdzenie
W kazdym ciggu geometrycznym kwadrat dowolnego jego wyrazu — oprocz wyrazu
pierwszego (i ostatniego, gdy ciag jest skoniczony) — jest iloczynem dwoch wyrazow sasied-
nich: poprzedniego i nastepnego.

0 Dowod. Niech (an) bedzie dowolnym ciagiem geometrycznym o ilorazie g # 0. Wowczas
dla kazdej liczby naturalnej n takiej, ze n>2 (i n<k—1, gdy ciag jest k-wyrazowy)
2

a, ;-a,, lzal.q"ﬂ.al. q”:a12~q2"‘2= <a1~ q"” ‘) :anz, co dowodzi tezy. (J

7 powyzszego twierdzenia wynika nastgpujacy wniosek dla ciagéw geometrycznych
o wyrazach dodatnich:
Wniosek. W kazdym ciggu geometrycznym o wyrazach dodatnich dowolny jego wyraz
— oprdcz wyrazu pierwszego (i ostatniego, gdy ciag jest skoficzony) — jest Srednig geome-
tryczng wyrazu poprzedniego i nastepnego. Znaczy to, ze jesli ciag (an) o wyrazach dodat-
nich jest geometryczny, toa, = /a, _-a, ,  dla kazdej liczby naturalnej n, takiej, ze n > 2
(i n < k-1, gdy ciag jest k-wyrazowy).
Przyklad 4. Miedzy liczby 32 i 500 wstaw takie liczby x iy, aby ciag (32, X, , 500) byt geo-
metryczny.
Rozwiazanie:

Zatozmy, ze ciag (32,x,y, 500) jest geometryczny. Wowczas liczby x i y spelniajg uktad
rownan:

x%=32y
y2=500x.

Po réwnowaznym przeksztalceniu tego uktadu otrzymujemy kolejno uklady:

x?=32y x2:225y x?=2%y
x*y*=16000xy, (xy) =27-57xy, xy=2"-57,

K=2txy [¢=202750 [oo(ans) [x=2%5
xy=27-53, xy=27~53, xy=27'53, 24~5~y=27~53,

x=2%5 x =80
y=2%52  |y=200.

Ciag (32, 80,200, 500) jest geometryczny, 0 czym mozemy si¢ przekonac, sprawdzajac go.
Odpowiedz: Dany ciag jest geometryczny dla x = 80, y = 200.
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6. Ciag geometryczny i jego wiasnosci

Przez S, jak pamigtamy, oznaczyliSmy sume n poczatkowych wyrazow dowolnego cig-
gu liczbowego (an):

S, =a,

S,=a,ta,

S,=a,+a,+a,

Twierdzenie
Jezeli (an) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to sume S, jego n poczatkowych
wyrazOw mozna wyrazi€ wzorem: '

na,, gdy g=1,
S it=q
1 1—q

\. =)

, edy g7 b

O Dowdd. Gdy ¢ = 1, to ciag geometryczny (an) jest staly i sume jego n poczatkowych
wyrazow obliczamy za pomocg wzoru S, = na,.
Niech g # 1. Wtedy, korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciaggu geometrycznego, moze-
mysume S, =a,+a,+a,+ ... +a,  +a, zapisaC nastepujaco:
(1)S,=a,+aq+a,q*+...+a,q" *+aq"""
Mnozymy obustronnie rownos$¢ (1) przez g:
(2)gS,=a,q+a, ¢’ +a,qg’+...+a,q" " '+aq"

Odejmujemy réwnoéci (1) i (2) stronami:

(1-¢)S,=a,~a,q", skad otrzymujemy:

(1-q9)S,=a,; (1 —q”) i ostatecznie:

S =a 1-g

=4 =50

Przyklad 5. Oblicz sume 10 poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (an), w ktorym
a=2,q=3.
Rozwigzanie:

Korzystamy z poznanego wzoru:

Odpowiedz: Suma ta wynosi3'’— 1.
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IV. Ciagi liczbowe

Przyklad 6. W ciagu geometrycznym (an) danesa:a,+a,=511i a,+a,=102.

Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac, by otrzymac 3069?
Rozwigzanie:

Niech g bedzie ilorazem tego ciagu. Wowczas z treSci zadania wynika ukfad rownan:

a,+aq*=51
a,q+a,q’=102,

ktory jest rownowazny kolejno uktadom:

a,(1+¢*)=51 {al<l+q4>=51

a,q(1+4q*)=102, |51g=102,

. 4 = a :3
% (1+2 ) o1 i ostatecznie { !
qg=2 q=2.

Zalozmy, ze dodaliSmy n poczatkowych wyrazéw tego ciggu. Wobec tego ze wzoru
nas :

3 11__2; =3069, skad 2™—1=1023, czyli 2"=1024 i ostatecznie n = 10.

Odpowiedz: Nalezy doda¢ 10 poczatkowych wyrazow tego ciggu.

Przyklad 7*. Udowodnij, ze suma odwrotnosci wszystkich wyrazow skoficzonego ciggu
geometrycznego jest rowna sumie wszystkich jego wyrazéw podzielonej przez iloczyn
pierwszego i ostatniego wyrazu.
Rozwigzanie:

Jezeli (a1 Ay ey an) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g, to oczywiscie musi by¢
a,#0 i g#0 iwowczas:

1,1 1 1 _1 1 1 1
S b b= —— o =
a4, a, a, a, a4 a9 alqz czlq'hl
n=1 n-2
=L 1"'l"'L2+ + nl—l =4 *4 n.+—_1+q+1:
% 4 q q a,q
n=1

Przyklad 8". Niech S, S, i S, sa odpowiednio sumami n, 2n i 3n poczatkowych wyra-
zOW pewnego ciagu geometrycznego (an ) Wykaz, ze:

2
Sn. <S3n_ S2n> = (SZn_ Sn) :

Rozwigzanie:

Jezeli ciag ten jest staly, to:
2 2

Sn<S3n_S2n) = nal(3na1- 2na1) = (nal)zz <2nal— nal) = (SZn-Sn> .
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6. Ciag geometryczny i jego wiasnosci

Gdy zas ciag ten nie jest staly, wowczas jego iloraz g # 11 wtedy:

S,(S5,-5,,)=a 1_qn[a1-1_q3n—a.1‘q2"]:

11—¢q 1-¢q 1 1-¢g

(g ) [=a)0-0) =000 -4
:<1glq)2<1_q3n_qn+q4n_1+qzn+qn_qgn>:<ﬁ)2<q4,,+q2n )=
(2] -0 (g 0r-0)

(-] {20 -

{ ey ] (5,-5,)"

Pytania i zadania

. Co to jest cigg geometryczny? Podaj przykiady.
. Podaj wzoér na:

a) n-ty wyraz ciaggu geometrycznego,

b) sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego.

. Wyznacz cigg geometryczny (a”>, w ktorym:

a)a,=4, a;=4000; b)a,=2, §,=7, c)g=3, S;=121L

. Dla jakiej dodatniej liczby x ciag (25,x, 100) jest geometryczny?
. W ciagu geometrycznym (an) danesa: ¢=31i S,=363.Znajdz a,

. Cigg geometryczny ma parzysta liczb¢ wyrazow. Suma wyrazow o wskaznikach parzy-
stych wynosi 12, a suma wyrazow o wskaznikach nieparzystych wynosi 24. Znajdz iloraz

tego ciagu.

. Liczby a,.a,,...,a, tworzg cigg geometryczny. Wyraz sume a,+2a,+ 3a,+...+na,

w zaleznoSciod a, i g.
8". Obliczsume 1+ 11+ 111+ 1111+...+11...1
n
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IV. Ciagi liczbowe

7. Monotoniczno$¢ ciagu geometrycznego

Niech (an) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie g # 0. Wowczas dla kazdej dodat-
niej liczby naturalnej n zachodzi wzor a,=a,- q" ~ . Korzystajac z tego wzoru, rozstrzy-
gniemy, czy i kiedy cigg geometryczny jest monotoniczny. Przyjmijmy jeszcze, ze a,#0
(gdy a,= 0, to ciag jest stale rowny zeru). Wowczas wszystkie wyrazy ciagu ( an) sa rozne od
zera. Rozpatrzmy cztery przypadki ze wzgledu naswartos¢ g.

Przypadek 1. Jesli g < 0.

Wowczas wyrazy ciggu (an) na przemian zmieniajg znak. Gdy a,> 0, wszystkie wyrazy
ciggu o indeksach nieparzystych sa dodatnie, wszystkie za$ wyrazy ciagu o indeksach pa-
1zystych sg ujemne. Gdy a, < 0, zachodzi sytuacja odwrotna.

Mowimy, ze cigg ten w tym przypadku jest naprzemienny. Nie jest zatem monotonicz-
ny (czyli... ani rosnacy, ani malejacy).

Przypadek 2. JeSlig = 1.
Wowczas ciag (an) jest staly, bo wszystkie wyrazy tego ciagu sa rowne.

Przypadek 3. JesliO < g < 1.

Wtedy wszystkie wyrazy ciagu (an) sa:
— dodatnie, gdy a,> 0;
—ujemne, gdy a,< 0.

Zatem dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n:

an+1

a

n

=q<lskada, <a,gdya>0,zasa,  >a,gdya<0.

Oznacza to, ze ciag ( an) jest malejacy, gdy a, > 0, natomiast rosnacy, gdy a, < 0.

Przypadek 4. Jeslig > 1.
Przypadek ten rozpatrujemy podobnie i wnioskujemy, ze ciag ( an) jest:

—rosnacy, gdy a, > 0;
—malejacy, gdy a,< 0.

UdowodniliSmy w ten sposdb nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Ciag geometryczny (an ) jest:
—rosnacy, gdy a,>0ig>11ub a,<0i0<g<l;

—malejacy, gdy a,>0 i 0<g<1luba,<0ig>1

—staly,gdya,=0 lub ¢, #0 1 g=1.

(&

Ciag geometryczny ( an) o ilorazie g < 0 nie jest monotoniczny.
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8. Ciag geometryczny w zadaniach

Pytania i zadania

1. OmoOw monotoniczno$¢ ciggu geometrycznego.
2. Ktore z podanych nizej ciagdw geometrycznych sg rosngce, ktore malejace, a ktore nie
$3 monotoniczne:

1 1 1
) ,=2,q9=7; b)a;=-2,q=7 ©)a,=2,q=~7%;
da:l,q:Z; ea:l’q:—z; fazl,q:—l?
1 1 .

3. W rosnacym ciggu geometrycznym (an) danesa: S, =63,5, =511 Wyznacz S .

4. Liczby a i b sg pierwiastkami rownania x* — 3x + A = 0, za$ liczby ¢ i d s3 pierwiastkami
rownania x> — 12x + B = 0. Wyznacz A i B, wiedzac, ze (a, b,c,d ) jest rosngcym ciggiem
geometrycznym.

5. Rosngce ciagi arytmetyczny i geometryczny o pierwszym wspolnym wyrazie rownym 9
majg jeszcze wspoOlny trzeci wyraz. Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest o 2 wigkszy
od drugiego wyrazu ciggu geometrycznego. Wyznacz te ciagi.

8. Ciag geometryczny w zadaniach
Podrozdziat ten poSwigcimy zadaniom, ktorych tre$¢ dotyczy réznych dziedzin zycia.

Przyklad 1. Pewnej firmie zlecono wykopanie studni o glebokosci 30 m. Za wykopanie
pierwszego metra proponowano 54 z1, a za kazdy nastgpny metr o 5 zt 75 gr wigcej niz za
poprzedni. Firma jednak nie przystata na te warunki i zaproponowata, aby za pierwszy
metr zapfacono jej 1 grosz, a za kazdy nast¢pny dwa razy wigcej niz za poprzedni. Zlece-
niodawca chetnie na to przystal. Czy jednak optacifa si¢ mu nowa umowa?

Rozwigzanie:

Z treSci zadania wynika, ze koszty wykopu kolejnych metrow glebokosci wedtug pierwot-
nej umowy tworzg cigg arytmetyczny o pierwszym wyrazie a, = 541 10znicy r = 5,75 (w zlo-
tych).

Wobec tego a,,= 54 + (30— 1)- 5,75 = 220,75, za$ S, = —5—4—% -30=4125,25.

Zleceniodawca przystat jednak na propozycje firmy, wedlug ktorej koszty kolejnych me-
trow glebokosci tworzg cigg geometryczny o pierwszym wyrazie a = 0,011 ilorazie g = 2.
Stad juz na przykiad a,,=0,01-2"=0,01-2"-2°=10,24-512 = 5242,88 i widzimy, ze
koszt wykopania 20 m glgbokoSci tej studni przekracza koszt wykopania calej studni przy
pierwotnej umowie.

Odpowiedz: Zleceniodawcy stanowczo nie oplacila si¢ zmiana warunkOw umowy.

Przyklad 2. Cienka bibutke o grubosci T% mm skfadamy na pot, potem znowu na pot, jesz-
cze raz na pol itd. Oblicz, jaka bedzie grubo§¢ bibutki zlozonej w ten sposdb 50 razy, za-
ktadajac, ze udaloby sie¢ nam to uczynic?
Rozwigzanie:

Poczatkowa grubos¢ razem z gruboSciami po kolejnych zlozeniach tej bibutki tworza
S1-wyrazowy ciag geometryczny O pierwszym wyrazie a,= % 1 ilorazie g = 2. Chcemy
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IV. Ciggi liczbowe

obliczy¢ grubosé po 50-tym ztozeniu tej bibuiki, ktdra jest 51. wyrazem tego ciagu. Zatem

ag,= % -2%°= 2% mm =~ 64 mIn km. Oznaczaloby to, ze koficowa grubos¢ ztozonej 50 razy

bibutki bytaby ponad 160 razy wigksza niz odleglo$¢ Ziemi od Ksiezyca!

Przykiad 3. Bartek podzielit si¢ pewng sensacyjna wiadomoscia z trzema kolegami w cig-
gu jednej godziny. Zakladajac, ze kazda z powiadomionych osob w ciagu kolejnej godziny
poda te¢ wiadomo$¢ trzem osobom, ktore jej jeszcze nie znaly, oblicz w przyblizeniu, po ja-
kim czasie liczba 0s6b znajacych te wiadomos¢ przekroczy 250000.
Rozwiazanie:

Liczby powiadamianych kolejno osob tworza ciag geometryczny o pierwszym wyrazie
a, = liilorazie g = 3. Zal6zmy, ze liczba 0sob, ktore poznaly sensacyjng wiadomosc, prze-
kroczy 250000 po n godzinach. Nalezy znalez¢ takie n, aby S, > 250000.

_ 1. 1=3"_1/an_ .
Sn_l'ﬁ_§<3 1>,W1QC.
5,>250000 — 2(3"=1)>250000 = 3"=1>500000 «n> 11 bo:

3''=477147, za$ 3" = 531441.
Odpowiedz: Po wigcej niz 11 godzinach.

Przykiad 4. W pewnym konkursie przyznano kilka nagrdd za taczna sume 1476 z1. Pierw-
sza nagroda byta w wysokosci 500 z1, a kazda nast¢pna stanowila pewien staly utamek po-
przedniej. Ile przyznano nagroéd w tym konkursie i jakiej byly one wysokoSci, jesli ostatnia
nagroda wyniosta 256 z1?

Rozwigzanie:

Wysokosci nagrod w tym konkursie tworza ciag geometryczny o pierwszym wyrazie
réownym 500, a ostatnim réwnym 256. Suma wyrazow tego ciagu wynosi 1476. Nie wiemy
natomiast, ile tych nagrod przyznano, wigc zaldézmy, ze n. Ze wzoru na n-ty wyraz i sume
n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego otrzymujemy do rozwigzania uklad row-
nan:

(500" =256

500 - 11_" = 1476.
| —q

Po rozwigzaniu go otrzymujemy kolejno:

n—1_ 4 ”—ﬁ

q 1-(§> 9"=1254
1o -
g"=1_369 ﬂq_lzﬁ_(q_l)
—T-125 (125 25
n-1_ 64 ao1_ 64
4 ~125 q 1:‘12—5
369 - 64 _ 369 _

175 4=125 1, |305g=244,

138



8. Ciag geometryczny w zadaniach

o= 64 {4y (4 n—1=3
125 5 -\3
_4 4 _4
=3 q=3, =73
. .4
1 ostatecznie n—41q—5.

Skoro a,=500, to a,=500- 4 =400, a,= 400 3 =320,

Odpowiedz: W konkursie tym przyznano cztery nagrody, w wysokoSci odpowiednio:
500 zt, 400 z1, 320 zt i 256 zt.

Pytania i zadania T}:%&‘

1. Z dwoch punktow A i1 B odleglych od siebie 0111 % m wyruszaja jednocze$nie dwa cia-
ta. Pierwsze z nich przebylo w pierwszej sekundzie 30 m, a w kazdej nastgpnej o 1 m
wigcej niz w poprzedniej. Drugie przebylo w pierwszej sekundzie 5 m, a w kazdej na-
stepnej p% tego, co w poprzedniej. Oblicz p, wiedzac, ze cialta spotkaja sie po trzech se-
kundach.

2. Obroét kazdej z dwoch zalozonych jednoczes$nie firm wyniost w pierwszym miesigcu
50000 zi. Po 5 miesigcach okazalo sie, ze obrot pierwszej z tych firm rost z miesigca na
miesigc w ciggu arytmetycznym, natomiast obrot drugiej w ciagu geometrycznym, przy
czym zaréwno w drugim, jak i w trzecim miesigcu obrot pierwszej firmy byt o 2000 zt
wyzszy niz drugiej. Ktora z tych firm miata wigksza sume obrotu w okresie tych 5 mie-
siecyioile?

3. Wykopano studni¢ o glebokosci 10 m. Za pierwszy metr zaptacono p zl, a za kazdy na-
stepny metr zaptacono dwukrotnie wigcej niz za metr poprzedni. Oblicz koszt wykopa-
nia tej studni.

4. Za trzy ksiazki, ktorych ceny tworzg ciag geometryczny, zaptacono 61 zI. Za pierw-
szg i druga zaptacono razem o 11 zt wigcej niz za trzecia. Ile zaplacono za kazda
ksiazke?

5. Pilka, odbiwszy si¢ od ziemi, osiaga za kazdym razem wysokoS$¢ stanowigca % poprzed-
niej. Jak wysoko wzniosta si¢ pitka po pierwszym uderzeniu, jesli po sz6stym odbita si¢
na wysokos$¢ 32 cm?

6. W styczniu absencja w pewnym zakladzie pracy wyniosla 1,3% czasu pracy. W kazdym
nastgpnym miesigcu absencja malata 1,1 razy. Przyjmujac dla uproszczenia takg samg
liczbe dni roboczych w kazdym miesiacu, oblicz absencje w tym zaktadzie w grudniu te-
go roku i §rednig absencj¢ w tym zaktadzie w ciggu calego roku.

7. W pewnej rakiecie zuzycie paliwa podczas startu maleje tak, ze liczby ton zuzytego
paliwa w kolejnych sekundach lotu tworza ciag geometryczny o ilorazie 3 Oblicz, ile
paliwa rakieta zuzywa podczas startu, jesli w pierwszej sekundzie zuzyla 3 t, a start
trwat 10 s.
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IV. Ciggi liczbowe

9. Procent sktadany. Obliczenia zwigzane z oprocentowaniem lokat
i kredytow

Procentem skladanym nazywamy sposob oprocentowania lokaty pieni¢znej, polegaja-
cy na tym, ze do zlozonego kapitatu dolicza si¢ odsetki od niego i oprocentowuje si¢ w na-
stepnym okresie. Doliczenie odsetek do lokaty to kapitalizacja odsetek, a okres, po
ktorym si¢ jej dokonuje, zwie si¢ okresem kapitalizacji.

Przyklad 1. Bartek na poczatku roku wptacit do banku 4000 zt. Oprocentowanie w tym
banku wynosi 8% w stosunku rocznym. Bank dolicza odsetki do oprocentowanej kwoty co
kwartal. Ile pieniedzy bedzie na koncie Bartka pod koniec roku, a ile po 2 latach?
Rozwigzanie:

W ciaggu roku sa cztery okresy kapitalizacji, po ktorych do oprocentowanej kwoty do-
liczane sa odsetki. Po kazdym okresie kapitalizacji kwota na rachunku zwigksza si¢
o7 8% = 2%. Wobec tego na rachunku Bartka znajdzie si¢:

~ po trzech miesigcach 4000 - 1,02 = 4080 (zt);
— po szesciu miesigcach 4000 - 1,02 - 1,02 = 4000 - (1,02)2 =4161,60 (zb);
~ po dziewieciu miesigcach 4000 - (1,02) - 1,02 = 4000 - (1,02) ~ 4244,83 (zh);

— po roku 4000 - (1,02)3~ 1,02 = 4000 - (1,02)% 4329,73 (1).

Widzimy wiec, ze kwoty po kolejnych okresach kapitalizacji tworzg ciag geometryczny
o ilorazie ¢ = 1,02, zwanym czynnikiem procentowym. Po n okresach kapitalizacji na ra-
chunku bedzie kwota 4000 - (1,02)n. Poniewaz 2 lata to 8 okresow kapitalizacji, wigc po
uplywie 2 lat Bartek bedzie miaf na swym koncie 4000 - (1,02) =~ 4686,63 (z1).
Odpowiedz: Bartek bedzie mial na swym koncie po roku 4329,73 z1, a po dwoch latach
4686,63 z1.

Jezeli wplacimy do banku a zt, w ktérym oprocentowanie w stosunku rocznym wynosi p %,
aw ciagu roku jest k okresow kapitalizacji, to po n latach na naszym koncie bedzie:

n-k

(*)a<1 +ﬁ> ZIOtYCh.

Przykiad 2. Tomek ztozyt w banku 5000 zi. Po 18 miesigcach bank mu wypflacit 5624,32 zt.
Jakie jest oprocentowanie (w skali roku) w tym banku, jesli kapitalizacja odsetek nastepu-
je co pot roku?
Rozwiazanie:
Oznaczmy nieznane nam oprocentowanie w tym banku (w skali roku) przez p. Po pod-
stawieniu wystepujacych tutaj danych do wzoru (=) otrzymujemy rOwnanie:
3

: N :
5000 (1 + 200> =5624,32, skad:
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9. Procent sktadany. Obliczenia zwigzane z oprocentowaniem lokat i kredytow

3

P\ _
(1 + 200) =1,124864,

D _
1+ 300 = 3/1,124864,
P

1+'2T: 1,04,

p

200

o

o <O

,04,

p=8.

Odpowiedz: Oprocentowanie to wynosi 8%.

Pytania i zadania

1.

Co to jest:
a) procent sktadany,

b) kapitalizacja odsetek,

c) okres kapitalizacji?

Jaka kwote nalezy wplaci¢ do banku, w ktérym oprocentowanie w skali roku wynosi
10%, a odsetki kapitalizowane sa co pot roku, by po trzech latach odebrac¢ 30000 zt?
Ktora z lokat terminowych jest korzystniejsza: 10-letnia z oprocentowaniem wynosza-

cym 4% w skali roku czy 4-letnia z oprocentowaniem wynoszacym 10%, zaktadajac, ze
kapitalizacja odsetek w kazdym przypadku nast¢puje co rok?

.- W dniu urodzin syna ojciec wplacit do banku 10000 zi, tak aby na 21. urodziny syn mogt

odebraé 35000 zt. Oprocentowanie w banku przez pierwsze 12 lat wynosito 7% (w ska-
li roku), a nastepnie zostalo obnizone do 5,5% i juz nie uleglo zmianie. Kapitalizacja
odsetek nastepuje co rok. Czy plan ojca si¢ powiodi?

. W dniu urodzin corki ojciec wpfacit dla niej do banku pewna kwote pienig¢dzy. Na po-

czatku oprocentowanie w skali roku wynosito w tym banku 8%, ale po 10 latach bank
obnizyt je do 6%. Po 20 latach corka mogta wyplacic ze swojego konta 30930,44 zt. Ja-
ka kwote wplacil do banku ojciec w dniu urodzin corki? Kapitalizacja odsetek nastepo-
wala co rok. ’

Na zakup samochodu Piotr wzigl z banku kredyt w wysokosci 40000 zt. Oprocentowa-
nie kredytu samochodowego w tym banku wynosi 4% w stosunku rocznym, a kapitali-
zacja naleznych bankowi odsetek nastgpuje co pdt roku. Kredyt zaciagnigty zostat na
okres 3 lat. Ile pieniedzy (wraz z odsetkami) zaptaci bankowi Piotr po uplywie tych
3 lat?

Jaki kapitat nalezy wplaci¢ do banku na poczatku roku, aby w koficu kazdego z n kolej-
nych lat bank wyptacat rente po r ztotych? Oprocentowanie w banku wynosi p%, a ka-
pitalizacja odsetek nastepuje raz na rok.

Uwaga. Renta to jednakowa suma wyplacana w stalych terminach przez ustalona
liczbe kolejnych lat. Osoba utrzymujaca si¢ z takiej renty nazywa si¢ rentierem.
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IV. Ciagi liczbowe

8. Wujek ufundowal swojej bratanicy stypendium na okres jej piecioletnich studiow.
Whtacit 20000 zt do banku, w ktorym kapitalizacja odsetek w wysokosci 8% w skali ro-
ku nastepuje co kwartal. Pierwsza wyplata stypendium ma nastapi¢ po trzech miesia-
cach od wplaty pieniedzy przez wujka, a kolejne co trzy miesigce. Jak wysokich wyptat
moze spodziewac si¢ bratanica?

9. W pewnym banku oprocentowanie w stosunku rocznym wynosi 12%, a kapitalizacja
odsetek nastepuje co kwartat. Wplacono na konto 1000 zt. Jaka kwote wyptacil bank
po 3 latach oszczedzania?

10. Wptacono do banku kwote 5000 zt. Oprocentowanie w stosunku rocznym wynosi
20%, a kapitalizacja odsetek nastgpuje po roku. Po ilu latach kwota wzroSnie do
7200 zt?

11. W pewnym banku oprocentowanie w stosunku rocznym wynosi 8%, a kapitalizacja od-
setek nastgpuje co pot roku. Po ilu miesigcach odbierzemy z banku kwote 5624,32 zi,
jezeli na poczatku okresu oszczedzania wynosita ona 5000 z1t?

12. Na jaki procent wptacono do banku 10000 z1, jezeli po 2 latach oszczgdzania kwota ta
wynosi 15625, a kapitalizacja odsetek nastgpuje co pot roku?

10. Pojecie granicy ciggu nieskonczonego — wprowadzenie

Zajmiemy si¢ teraz ciggami nieskonczonymi. Zbadamy, jak si¢ one zachowuja, gdy ich
argument ro$nie nieograniczenie. Przedtem jednak wprowadzimy najwazniejsze pojecia.

Otoczenie punktu na prostej

\] Otoczeniem o promieniu diugosci € punktu 4 na prostej p nazywamy odcinek otwarty tej
O | prostej o srodku A i dlugosci 2 € (ryc. 4.2).

£ £
A A

A
S hd &

Ryc. 4.2.

Odcinek ten jest wspOlng czgScia pro- JUUEEET TN
stej p i wnetrza kota o §rodku A i promie- g
niu diugosci € (ryc. 4.3).

Otoczenie o promieniu dlugosci € , ‘
punktu A na prostej oznacza¢ bedziemy 6 .z o
symbolem U ( A; €). l\‘ A ,"‘ P

PrzenieSmy teraz nasze rozwazania na K '
o§ liczbowg, gdzie punkty utozsamiamy
z liczbami, ktore sg ich wspoirzgdnymi na
tej osi. Zatem zamiast ,,otoczenie punktu”
bedziemy mdwic ,,otoczenie liczby”, ktora
jest wspolrzedna tego punktu na danej osi.
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10. Pojecie granicy ciggu nieskonczonego — wprowadzenie

Zatem: otoczeniem U (a; €) liczby a o promieniu € > 0 na osi liczbowej jest przedziat
(a—€a+€)(ryc. 4.4).

|
|

at+é€ p
Ryc. 4.4.

Na przyktad:
— otoczeniem o promieniu 2 liczby 1 jest przedziat (—1; 3),
— otoczeniem o promieniu 1 liczby 2 jest przedziat (1; 3),
— otoczeniem o promieniu 3 liczby —1 jest przedziat (—4;2),

—otoczeniem o promieniu % liczby 0 jest przedziat (—%; %)

Kazda liczba rzeczywista x nalezy wigc do otoczenia U (a; €), czyli do przedzialu
(a— & a+ €),wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nier6wnosci:

a—€E<x<a+eg,

—E<x—-a<e§g,

|x—a|<e.

~Prawie wszystkie wyrazy ciggu nieskoficzonego”

Uzywany w matematyce zwrot ,,prawie wszystkie wyrazy ciagu nieskonczonego” ozna-
cza: wszystkie wyrazy ciggu nieskoficzonego z wyjatkiem skonczonej ich liczby. W szcze-
g6Inosci mogg to by¢ wszystkie wyrazy ciggu.

Zatem, prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,) maja pewna wlasnos¢, gdy wtasnos¢ te ma-
ja wszystkie wyrazy tego ciagu o numerach, poczynajac od pewnego 7.

Przykiad 1. Prawie wszystkie wyrazy ciagu (2n) sa wigksze od 1000 (lub jeszcze proscie;j:
prawie wszystkie liczby naturalne parzyste sa wigksze od 1000), gdyz s3 nimi wszystkie
liczby parzyste, poczynajac od 502, bowiem: 2n > 1000 < n > 500.

Liczbami naturalnymi parzystymi nie wigkszymi od 1000 s liczby: 0, 2, 4, 6, 8, ..., 1000
i jest ich skonczenie wiele.

Priyklad 2. Prawie wszystkie wyrazy ciggu <l> sa mniejsze od L

- 10 bowiem
% % > n> 10. Sg wigc nimi wszystkie wyrazy tego ciagu, poczawszy od ﬁ czyli —IT’
1 1 1 . . 11111111
ﬁ E m,...,anlesamml 1,'2— § Z,g —6' 7 g § 10

Przyktad 3. Ktore wyrazy ciagu =" naleza do otoczenia o romieniuLliczby ~?
) wyrazy gt 2, +1 p 100 2
Rozwigzanie:
Otoczeniem o promieniu —in liczby 1 jest, jak wiemy, przedziat 1_ i~ + L)
at p 100 21esh) p 2 7 100°2 T 100
atem:

n 11 .1, 1 1__1 n 1. 1
2n+1€<§‘m’2+100> = 27700 “m+1°27100 =
o 1 n_ 11 1.1

100 “2n+1 2 <100 n 2| < 100"
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IV. Ciggi liczbowe

Poniewaz:
n _l_Zn—(2n+1)_ -1 3 1 .
‘2n+1 21‘ 202n+1) | |2(2n+1)| 2(2n+1y VE©
Lv—l1<i = L L 20n+1)>100 =
2n+1 2| 100 2(2n+1) 100
= M+1>50 = 2>49 = n>%
Najmniejszg liczbg naturalng n spetniajaca nieréwnos¢ n > 49 jestn=25.

2
. . . 1.1 . .
Wyrazami ciggu (7#), nalezacymi do U (5; m), $3 wyrazy 0 numerze n nie mniej-

szym od 25.

Odpowiedz: Do otoczenia o promieniu ﬁ liczby % nalezg prawie wszystkie wyrazy ciggu

(

1)
2n+1/

Pytania i zadania

1.

Co to jest:
a) otoczenie o promieniu € punktu A na prostej;
b) otoczenie o promieniu € liczby a na osi liczbowe;j?

. Zaznacz na osi liczbowe;j:

2°2
Co oznacza zwrot: ,,prawie wszystkie wyrazy ciggu nieskonczonego”? Zilustruj go przy-
ktadami.
Rozstrzygnij:
a) czy wszystkie liczby naturalne wigksze od 2003 to prawie wszystkie liczby naturalne;
b) czy wszystkie liczby naturalne podzielne przez 3 to prawie wszystkie liczby naturalne;
c) czy wszystkie liczby naturalne zfozone to prawie wszystkie liczby naturalne;
d) czy wszystkie liczby pierwsze nieparzyste to prawie wszystkie liczby pierwsze.

DUGESE DU QUERSE QU3 9U(3:3)

. Rozstrzygnij, czy prawie wszystkie wyrazy ciagu (@, ) naleza do U (a; €), gdy:

a)a,]:ngl,n_1 a=1 €=0,01
b)ag%, a=0, €£=0,01
¢)a = 2n”+"11, a=2, £=0,00L
da=2o1 a=1 £=00L

11. Granica ciggu nieskoficzonego. Wtasnosci ciggow zbieznych
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_n_

Rozwazmy ciag nieskoficzony (a, ) okreslony wzorem a, = T

Poczatkowymi wyra-

zami tego ciagu sa liczby: AT G T

Zaznaczmy punkty odpowiadajace tym wyrazom na osi liczbowej (ryc. 4.5).



11. Granica ciggu nieskoniczonego. Wtasnosci ciagow zbieznych

-1 0 a, a,asay 1
1 2 345
2 3 456
Ryc. 4.5.

Widzimy, ze wyrazy tego ciagu skupiaja si¢ przy liczbie 1. Dotychczas oznaczato to dla
nas, ze do dowolnego otoczenia liczby 1 naleza prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.
Rzeczywiscie:

—do otoczenia liczby 1 o promieniu 0,1 naleza wszystkie wyrazy ciagu (a, ) o numerach n

1 1 .
n+1<ﬁ‘=n-+l>10‘:’”>9’

takich, ze n > 9, gdyz|———~

1
- 1‘ < 10 =
—do otoczenia liczby 1 o promieniu O 03 naleza wszystkie wyrazy tego ciaggu o numerach n

97 n 1 3 97
taklchzen>3,b0| —1‘ 100 n+1<1004=>3n+3>100<=>n>3,

i ogdlnie:

—w otoczeniu liczby 1 o dowolnym promieniu € znajduja si¢ wszystkie wyrazy rozwaza-

nego ciggu o numerach n takich, zen>1 , gdyz
1 1 1-¢&
‘n+1~1‘<8<=>~—+—1<8¢=>n+1>§<=>n> z

Tak wiec do dowolnego otoczenia liczby 1 naleza prawie wszystkie wyrazy ciagu (a, ).

n—1
— 1 .
Rozwazmy teraz ciag (a, ) o wyrazie ogélnym a, = _{ n) . Jego poczatkowymi wyraza-
mi sg liczby: 1, — %, %, - 411’ % % , ktore na osi liczbowej skupiaja si¢ wokot zera (ryc. 4.6).
-1 a, a, agag 0 a;as  as a;
+ L e e R t =
-1 1 1.1 11 1 1
2 476 8 75 3
Ryc. 4.6.

Czy i tym razem oznacza to, ze w dowolnym otoczeniu liczby 0 znajduja si¢ prawie
wszystkie wyrazy ciagu (a, )?

Istotnie, niech € > 0 bedzie dowolng liczba. Wowczas:

a,€U(0;€) = a,E(-EE) = —€<a<E = |a|<€ =
n—1

(=D

n

1 1
<€ <= ﬁ<8 = }’l>—§.

‘

Zatem do otoczenia o dowolnym promieniu € liczby 0 naleza wszystkie wyrazy ciagu
(a,) o numerach n wigkszych od %, a wiec prawie wszystkie wyrazy tego ciggu. Powiemy,

ze zero jest granicg tego ciagu, za$ liczba 1 jest granica ciagu rozpatrywanego wczesniej.
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Mow1my, ze hczba g ]est granlcq cmgu ( )wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym otoczemu\}
llczby 8 zna]dujq si¢ praw1e wszystkie wyrazy tego cu;gu §

S S S ————————— v PR— s micassss e

Zdanie: ,,Ciag (a,) ma granic¢ g przy n dazacym do nieskoficzonosci” zapiszemy naste-
pujaco:

(*) lima, = g.
(skrét ,lim” pochodzi od tacinskiego stowa limes — granica).

Zapis (*) mozna rowniez odczytac:
,Ciag (a,)dazy do g, gdy n dazy do nieskonczonosci”.

Czasami zamiast lima = g bedziemy tez pisac:

an .on— o 8-

Podana definicj¢ granicy mozemy wyrazi¢ symbolicznie:

lima,=g < E/\OV /\6(|an—g| <E).

Aby zatem udowodni¢, ze dla danego ciagu (a, ):

( )llma =8

nalezy dowies$¢, iz dla kazdej liczby dodatniej € potrafimy wyznaczy¢ taka liczbe 8, ze
wszystkie wyrazy tego ciggu o wskaznikach wigkszych od & beda nalezaty do U (g; €).
Geometryczny sens rownosci () przedstawia rycina 4.7 i jest on nastepujacy: dla kazde;j
liczby dodatniej € istnieje taka liczba &, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n takiej, iz
n> & punkt (n;a,)lezy w pasku oznaczonym kolorem niebieskim (tzw. pasek epsylonowy).

aVI
e o > e ity = e e e v o Ty S sos e e Uy Do
2¢ g — et
o e i
0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 "
Ryc. 4.7.
Przykiad 1. Wykaz, ze:
2n
hf?on+1 2
Rozwiazanie:
Niech € bedzie dowolna liczbg dodatnig. Poniewaz:
2n _ _ e
n+l ‘_ n+1| n+DVEC
2n 2 2 2—-¢
n+1—2<8 = TI<E e n+tl>g = n>=p—
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11. Granica ciggu nieskoriczonego. Wtasnosci ciggdw zbieznych

8

Istnieje zatem taka liczba 8, na przyktad & = , ze dla kazdej dodatniej liczby natu-

ralnej n wiekszej od & zachodzi nier6wnosc:

2n
1 2‘ <E.
2n—1_2
Przykiad 2. Udowodnij, ze lim Imrl-3
Rozwigzanie:
Niech € bedzie dowolng liczba dodatnia. Poniewaz:
2n_1_;‘: 32n=1)=-2Gn+D|_| -5 |_ 5 wiee:
3n+ 1 3(3n+1) 33n+1)| 3(3n+1y Ve
2n—1_2 5 S 5-3¢
I+ 1 3.‘<8 = 3(3n+1)<6 = 3n+1>38 = n> 9
Wystarczy przyjac d = 38 , by dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n wigkszej od &
prawdziwa byta nlerownosc
2n—1_2
3+l 3¢

Ciag, ktory ma granice, nazywamy ciqgiem zbieznym. Ciagi z przykiadow 11 2 sg wigc
ciggami zbieznymi odpowiednio do granic 21 % 3 Oto dalsze przyktady ciggdw zbieznych.
Przyklad 3. Udowodnij, ze llrg o i 1
Rozwigzanie:

Niech € > 0 bedzie dowolna liczba. Nalezy wykazac istnienie takiej liczby 8, by dla kaz-
dej dodatniej liczby naturalnej n wigkszej od & zachodzita nier6wnosc:

n
() ‘ 2n*+1
Ale dla kazdej dodatniej liczby naturalnej » mamy:

—O‘<€.

W
2n+1 2n2+ 11 2n*+1 2n* 2w

Zatem jesli 21 < g, co zachodzi, gdy n > 5 L todla kazdej liczby naturalnej n wigkszej

2e’
od &, gdzie & = 2 &> bedzie zachodzita dowodzona nier6wnos¢ («).

Przyklad 4°. Wykaz, ze jeslia € (—1;1), to lima" = 0.
Rozwigzanie:

Nalezy oczywiScie wykazac, ze:

AV A (la"-0|<e).

£>0 Sn>6"

- 0] < &jest

spetniona dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n. Jesli zas a € (=1;0) U (0; 1), wtedy
-1
O<lal<1,czyli—— > 1.
|al zy El
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IV. Ciagi liczbowe

Wobec tego |71vl =1+b, gdzie b= |}7| — 1> 0. Na mocy nier6wnosci Bernoulliego (czyli
nieréwnosci (1 +x) = 1 + nx, gdy x >—1in € N) otrzymujemy dla kazdej liczby naturalnej n
nierOwnosc:

1 7= (1+b) > 1+ nb, a stad — nierownosé:

Wystarczy zatem znalez¢ takg liczbe 8, by dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n

wiekszej od O spetniona byfa nier6wnosé I +1n 5 <€

1 1 1-¢
Ale1+ o5 <€ = l+nb>z = n> be
Przyjmujac wiec d = b 8 , otrzymujemy dla n > &:
n n 1
a"|=|al <TFp <&
Przyklad 5. Udowodnij, ze lim%/n = 1.
Rozwigzanie:
Nalezy wykazac, ze:
AYA (-1 <e)

Przyjmujemy, ze /1= 1.

Poniewaz dla kazdej liczby naturalnej wigkszej od 1 zachodzi nierownosc /n > 1, wiec
mozemy napisa¢ rownos¢ n=1+ d , gdzie d  jest pewng liczbg dodatnig (dokfadniej:
S=1/n-1).

Korzystajac ze wzoru dwumiennego Newtona, otrzymujemy:
n=(1+nd ) = (g) + (’11>d"+ <g)dnz+ ot (nf 1>dn"_ 't (Z)d:
czyli
n 2 n
n=1+nd + <2>dn +...+d,.
Pomijamy po prawej stronie otrzymanej rownosci wszystkie wyrazy z wyjatkiem pierw-
szego i trzeciego:
n 2
n>1+ <2> d,.
Mamy zatem:
n(n-1)
2

n-1> d’ czylid’ <2,

Stad|d, | < /% czyli|%/n — 1| < /% dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n. Niech € be-

dzie dowolna liczba dodatnia.

Poniewaz /% <E = %< £? = n> %, wiec przyjmujac & = 227, otrzymujemy

W-1\<e.
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11. Granica ciggu nieskoriczonego. Wiasnosci ciggow zbieznych

Przyklad 6**. Udowodnij, ze jezelia > 0, to lim%/a = 1.

Rozwigzanie:

Przyjmujemy }/a = a. Mozliwe sa trzy przypadki:

1. a = 1. Wtedy ?/a = 1 dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n. Stad wynika, ze nier6w-
nosé |/a — 1| < £ dla kazdej liczby dodatniej € jest spetniona przez wszystkie wyrazy
ciagu (v/a).

2. a> 1. Wowczas dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n istnieje liczba dodatnia d , taka,
ze’/a=1+d, (wystarczy przyjacd, = a — 1). Korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego,

otrzymujemy:
a=(1 +dn)n> 1+nd , skadnd <a-1, czylid < a; L
Wobec tego:
Va-1|=|d,|=d,< &, eaylic
Ya-1|<e.
a—1 a—1

Jesli € jest dowolna liczba dodatnia, to <E &= n>

o
Przyjmujac wiec 8 = _a;_l, otrzymujemy dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od & nie-
roéwnos¢:

[va-1]<e.

3. 0<a< 1. Wowczas % > 1i zgodnie z przypadkiem 2 dla kazdej dodatniej liczby € znajdzie-

1_
my taka liczbe & (np. & = 4 &), by dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od d spetniona
byla nierownosc:
1
- 1|<E,
"/ a

a stad nierOwnosc:

va-1|<e.

Przyklad 7. Wykaz, ze nie istnieje lim (—1)'.
Rozwigzanie: o

Zatozmy, wbrew tezie, ze istnieje lim (~1)". Niech lim (~1)' = g. Wowczas zgodnie z de-
finicja: o o

AV A .(—1)n—g’<8.

>0 & n>é

Tymczasem, gdy € = 1, nieskonczenie wiele wyrazow ciggu ((—l) ) spelnia nieréwnosc¢:

‘(—1)"—g\ > €.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze cigg <(—1)n> nie ma granicy.

Przejdzmy teraz do omawiania wiasnosci ciagéw zbieznych. Zostaty one sformufowane
w postaci twierdzen.

o]

Mowimy, ze cigg (a, ) jest ograniczony z dotu, gdy wszystkie jego wyrazy sa nie mniejsze
od pewnej liczby rzeczywistej.
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IV. Ciagi liczbowe

Symbolicznie zapiszemy to nast¢pujaco:

LCiqg (a,)jest ograniczony zdolu «— V A (a,=m). j

meR neN

Na przyktad:
- cigg kolejnych liczb naturalnych jest ograniczony z dotu, na przyktad przez 0;

n

- ciag ( T 1) jest ograniczony z dotu, na przyktad przez —1, bo ——

n+1

>—1dla kazdej licz-
by naturalnej #;

- ciag (2” + 1) jest ograniczony z dotu, na przyktad przez 2, bo 2"+ 1 > 2 dla kazdej licz-
by naturalnej 7.

Zauwazmy, ze jezeli ciag ogranicza z dofu liczba m, to ogranicza go z dotu kazda licz-
ba m, nie wigksza od m.

(M(’)wimy, ze ciag(a, ) jest ograniczony z gory, gdy wszystkie jego wyrazy sa nie wigksze od|

pewnej liczby rzeczywiste;j. )
.

Symbolicznie zapiszemy to tak:

[Ciqg (a,)jest ograniczony z gory < M\E/R AN (a,<M). j
Na przyktad:

- ciag ( " Z 1 ) jest ograniczony z gory, na przyktad przez 1, bowiem dla kazdej liczby na-
turalnej n zachodzi nierdwnos¢ —ﬁfrl_l <1

- ciag (4 - 2") jest ograniczony z gory, na przykltad przez 3, gdyz 4 — 2" < 3 dla kazdej
liczby naturalnej n.
Oczywiscie, jezeli cigg ogranicza z gory liczba M, to ogranicza go z gory kazda liczba M|
nie mniejsza od M.

Mowimy, ze ciag (a, ) jest ograniczony, gdy jest ograniczony z dotu i z géry, co mozna wy-
razi¢ nastepujaco:

ciag(a,)jest ograniczony MVO é\N (la,|<M).
Na przyktad:
- ciag ( nzli I ) jest ograniczony, gdyz dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé
n | 1.
‘ n*+1 ‘ 2

— ciag (%) jest ograniczony, bo dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierow-

2"—1
2"+1

nos¢ <L

Przejdzmy teraz do zapowiedzianych twierdzen.
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11. Granica ciggu nieskoficzonego. Wtasnosci ciggow zbieznych

(_» = Twierdzenie 1. : : W

Kazdy ciagg zbiezny jest ograniczony. |

() Dowdd. Niech (a, ) bedzie ciggiem zbiez- a
nym do liczby g, czyli niech hma = g. Istnieje A
wiec taka liczba 8, ze dla kazdeJ hczby natu-
ralnej n wigkszej od & zachodzi nieréwnos¢
la, - g| < 1 (przyjmujemy tutaj € = 1, ryc. 4.8). g

Poniewaz|a |=|a,—g+g|<|a,—g|+|g|
wiec dla kazdej liczby naturalnej wigkszej od .
& zachodzi nieréwnosé |a,|<1+|g|. Jesli — .
A oznacza nie mniejsza z liczb |a, | dla n ta-
kich, ze n < 8, za§ M — nie mniejszg z liczb
Ai|g|+ 1, to dla kazdej liczby naturalnej n
bedziemy mieli nierownos¢ |a, | < M, ktora
koniczy dowod twierdzenia. [

Przyktad ciagu (( 1) ) pokazuje, ze twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest
prawdziwe. Cigg ograniczony nie musi by¢ zbiezny. OgraniczonoS¢ ciagu jest zatem wa-
runkiem koniecznym zbieznosci, lecz nlewystarcza]qcym

Ryc. 4.8.

Twmrdzeme 2.
Kazdy cigg ograniczony i monotoniczny (rosnacy lub malejgcy) jest zbiezny.

Pomljamy dowod tego tw1erdzen1a

Twierdzenie (o trzech clagach) !
Jezeli lima, = limc, = g oraz istnieje taka liczba &, ze dla kazdej liczby naturalnej n ]

n— o0 h—o0

wigkszej od &, zachodza nieréwnoscia, < b, < c,, to ,!Lr?o b, =g (ryc. 4.9).

() Dowdd. Niech £ bedzie dowolng liczba dodatnia. Po- T
niewaz lima, = g, wigc istnieje taka liczba 0, ze dla kazdej

liczby naturalne] n wigkszej od 8, zachodzi nieré6wnos§¢
la, — g| < €. W szczegblnosci wigc:

(x)g—€<a,dlan>d, ﬁ

Ponadto takze llmc = g, wiec istnieje taka liczba 8, ze S
dla kazdej liczby naturalne] nwigkszej od 8, prawdziwa jest 0 123 45 6n
nierownos¢|c, — g| < €, awigcw szczegolnosm nieréwnos¢:

(xx)c, <g+tedlan>4, Ryc. 4.9.

Obierajac & jako najwigksza z liczb & , 8,18 ,, otrzymujemy dla kazdej liczby natural-
nej n wickszej od & nierdwnosci: g-é€<a,<b ,<c <g+§€ czyli nierbwnosci:
g—€<b <g+& awigc nierownosé|b, — g| < €.

Zatem rzeczywiscie: /\ \/ A

n>o \bn_g| A
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IV. Ciggi liczbowe

Twierdzenie (o zachowaniu nierdwnosci)

Jezeli lima, = A1ilimb, = B oraz istnieje taka liczba § , ze dla kazdej liczby naturalnej

n— o0 Hn— oo

nwigkszej od 6 , 2achodzi nierbwno$¢ a, < b ,to A < B.

(J Dowdd (przez sprzeczno$é). Przypusémy wbrew tezie, ze A > B i przyjmijmy & = #

Poniewaz lima, = A1 llmb = B, wigc istnieje taka liczba 8, ze dla kazdej liczby naturalnej

nwigkszej od 8 zachodzg nier6wnosci:
la, =A< 455 i [, B]< A5,

W szczegdlnosci wiec, gdy n > 5, to:

A+B., A+B
7 16, <75

skada,> b, dlan > 4. Ostatnia nierdowno$¢ przeczy jednak nierownosci podanej w zatoze-
niu. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowdd stusznosci tezy. [

Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze nierdwnos¢ nieostra zachowuje si¢ w grani-
cy. Tymczasem nierownoS$¢ ostra moze si¢ nie zachowaé w granicy.

a >
n

Na przyklad dla kazdej liczby dodatniej naturalnej n zachodzi nierdéwnosé:

1 P | 1 _
<p—p s fim ey = lim o = 0.

1
n+1

Pytania i zadania

1. Kiedy liczba g jest granica ciagu (a, )?

2. Zinterpretuj geometrycznie definicj¢ granicy ciggu i zapisz jg symbolicznie.
3. Udowodnij na podstawie definicji granicy ciggu, ze:

. 2n+l_ 4 n’+1_ . . n*=5n+6_ .
a) lim == =2; b) lim +=— =1 ¢) lim T ==,
" — - +1)! —n!

neow 2417 n~oon(n+1) s (n+1)'+n‘

4. Rozstrzygnij, czy prawdziwe jest zdanie:

a)11m|a|—0 = lim a,=0; b)lim |a,[=0 = lim |a,|=0;
c)limla|=1 = lim a,=1; d)lima,=1 = lim la |=1

5. Oblicz granice: i
. . (2 1 : 1
olimyva o win (3] olmds atm(-g),
gdziea,, a,, ...,a, s3 ustalonymi liczbami dodatnimi.
6. Ktory z podanych ponizej ciggéw o wyrazie ogdlnym a, jest ograniczony:

3n’-1.
2+4n’

_n+1 )n: n+1

20+ U ©)a,=
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12. Dziatania na ciggach zbieznych

1 1 1

_ 1+n . _ .
d)a,= Wit 1 c)a, 1~2+2~3+"'+n(n+1)’
S U 1
Do 13435 57 Y ZDar iy

12. Dziatania na ciggach zbieznych

Ciagi zbiezne mozna dodawac, odejmowac, mnozy¢ oraz dzieli¢. W wyniku tych dzia-
tan otrzymujemy takze ciagi zbiezne. Dokladniej ujmuje to nastepujace twierdzenie:

e

Twierdzenie (o dziataniach arytmetycznych na ciggach zbieznych)
Jezeli ciagi (a,)i(b,) sa zbiezne, przy czym lim a,=Ailim b =B, to ciagi (a,+b,),
(a,~b )i(a,-b )takie s zbiezne i zachodzg réwnosci:
(1) lim (a,+b,)=A+B,
(2) lim (a,-b )=A-B,
(3) lim (a, b )=A-B.
Jezeli ponadto B # 0, to rOwniez ciag (E—) jest zbiezny i prawdziwa jest rownos¢:

. an_A
(4) lim 3*=5-

UJ Dowdd. Podzielmy ten dowdd na cztery czeSci, ktore dotyczyé beda kolejno wzoréw

(H-(4).

1. Niech € bedzie dowolng liczbg dodatnia.

Poniewaz }gm a,=Ai }am b, = B, wigc istnieje taka hczba5 zedla kazdej liczby natural-
nejn w1e;kszej odé za(‘jhgdzq nieréwnosci: |a, — A| < 7 ilb,—B|< —2—. Natomiast dla kaz-
dej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi |(a, + b,) = (A+B)|=|(a,— A) + (b,— B)| <
<l|a,—A|+|b,— B|. Zatem, gdy n > §, otrzymujemy:
((a,+b,)—(A+B)|<|a,—A|+|b, - B] <% + % =g

2. Dowdd analogiczny do czesci 1.

3. Ciag(a,)jest zbiezny, wigc jest ograniczony: M\)/
Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n mamy:
(+)|a,b,~A-B|=|a,b,~a,B+a,B—AB|=|a,(b,~B)+(a,—A)-B| <
<la,(b,~B)|+|(a,~A)-B|=|a|-|b, - B|+|a,— A|-| B

a,| <.

0 neN

Poniewaz hm a =Ai hm b,= B, wigc dla dowolnej dodatniej liczby £ istnieje taka licz-
ba d, ze dla’ kazde] l1czby naturalne] n w1f;ksze] od & zachodza nieréwnosci:

(**)|an_ l< 2(|B|+1) i |bn_B|<

Wobec tego na mocy ograniczonosci ciagu (a ) i nieréwnosci (+) i () dlan > &:

’anbn—AB’ la ||bn_B| A| |B‘<M 2M m |B|
_e,e 1Bl _e_ e_ |B]
=2t 2 e+ <2t 278 PO aqare <t
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IV. Ciggi liczbowe

4. Ciag(a,)jest ograniczony, wigc V A (a,|<M).

M>0 neN

Poniewaz lim b =B # 0, wigc | V /\ (b,#0).

n— o0 ‘

.. . B’
Z drugiej strony lim (B-b,) =B’ wigc \G/R n{\ﬁ (B b, > 7)

Niech 8, bedzie wigksza z liczb 8,18, Wowezas, gdy n > 8, otrzymamy:

a, Al_|a,B-Ab,|_ a,(B=b,)+b, (a,~A)|
b B|"| bB | b B -
1
=g 10 (B=.) b, (4, )| < g (a, (B=0,) +1b, (4, A)]) =
1
<15 gy (] 16, Bl + b, o, A)) =
_a, -
_IanI ‘b Bl |B|| A| |b B| |B| |an A|,czy11.
a, A
()5~ B|< |b B|+ ||a —al
Poniewaz lim a, —A i lim b, = B, wigc dla kazdej liczby dodatniej € znajdziemy taka

n— oo n— oo

liczbe & wigksza od 8, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 8 beda spetnione
nieréwnosci:

2
(xx)|a,— Al < ] €1 |b, Bl - E.

Na podstawie nieréwnosci (x) 1 (* *) stwierdzamy wiec, ze:

a, A

n

— — 5 |<E.
£>0 S€R n>8 bn B

Dowod twierdzenia zostat zakoficzony. [

Przyklad 1. Oblicz granice ciagu (a, ), jeslia, = 25_:1 2+ 6
Rozwigzanie:
Poniewaz:
21324 Q) 5.1, 1
:n2—5n+6_n( A 6 W
n 2 - - 2
n“+2 n2<1+__2_2_ 1+2_172
n n

wiec na podstawie twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na ciggach zbieznych otrzy-
mujemy:
_ =, 1 1
=3 1-5-0+6:-0_4

6-
lim a =1lim = =1
n—oo n n—oo 1+2L2 1+2O

(n+1)(2n+3)
(3n=2)(n+5)

(nen@arsy mlrE)(243) (1+5)(2+3 7]
G209 " (5= 2) o (1+3) I -

Przyktad 2. Oblicz granicg ciagu (b, ), gdy b, =
Rozwigzanie:

Otrzymujemy: b =
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12. Dziatania na ciggach zbieznych

Zatem:

()] geneaso
3§1“:P£(3-zé%)@+5é%):<3§an<;+50>:%'

Przyklad 3. Oblicz granice ciaggu (c, ), jeslic, = %
Rozwigzanie:
Poniewaz:

2 u
_3/1_271_ 3 1 3
+

C_ = =
no 2"+ 3" " o
(2 2
3(<§)+1) <3) 1
wiec:
_<—Z->Il
. . 3) 1-0_
Hﬂﬁrkﬂ(;y+l‘o+1“L
3

Przyklad 4. Wyznacz granice ciagu (d, ), gdy d, = 1+2+3+...+n

2
. . g +1
Rozwiazanie: "
Przedstawmy wzor na ogdlny wyraz tego ciggu w najprostszej postaci. Korzystajac ze
wzoru na sume kolejnych wyrazow ciagu arytmetycznego, otrzymujemy:

_1+n _n(n+l)
1+42+3+...+n= 5 n= 5 .
Wobec tego:
nin+1 1
d”: 2+1 —_ 1 = 1
n 2n2<1+—2) 2(1+—2>
n n
Zatem:
1
Ity 1+0 1

lim d =lim = =3.
n—oo n—oo 2<1 +n_12_> 2(1 +O) 2

Przyklad 5. Oblicz lim%/3" +4".
Rozwigzanie:

Poniewaz dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodza nieroéwnosci
4</3"+ 4" <472 (wobec czego mozemy przyja¢c 6,=0), a ponadto
lim4%/2 =1im4-%/2 =4, gdyz limd=4 i lim%/2 =1, wiec na podstawie twierdzenia

n— oo n—oo

o trzech ciggach mamy lim %/3"+ 4" = 4.
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IV. Ciagi liczbowe

;;Q\ Pytania i zadania

=

\=
1. Podaj twierdzenie o dziataniach arytmetycznych na ciggach zbieznych.
2. Wiadomo, ze lim a, =2, lim b =-1. Oblicz:

— 00 n— oo

a) lim (an+ % bn>; b) lim (2a, - 3b,); c) lim (3a,+b,),
. . 2,3 . a,
Olim (ab)  Olim(a b} Dlim 5
3. Ciag(a,)jest zbiezny i lim a,=-2, ciag (b, )jest zbiezny i lim b, = % Oblicz:
. . . 1 1
a) lim (2a,+3b,); b) lim (a, b,), ¢) lim (—OE + b_n>
4. Wiadomo, ze l{m a,= 2. Oblicz llm b, jesli:
3a,+1 2 a,—a,—?2
a)b = an+2; b)b, =3a, +a,; c)bnz—anT;
2 3
a —1 a +1 a —1
d)bn: an+1; e)bﬂzm; f)bn: 3_~ 1
5. Wiadomo, zea, =2=2 p ==L Opjicy;
: ea,= b= sy :
a
a) lim a,; b) lim b,; c) lim (a,-b,); d) lim *.
6. Oblicz:
o ni=3n’+5n-7 . (n+Dl-n! 2+4+6+...42n,
W) lim =) =3y DI G 90im e
1.1 1
1+*+_+...+7n n—=1_nn n__
d) lim —>—1 2% olm 22 plim 2
R e S e 1 =2
7. Oblicz:
a) lim /2" +3"+4"; b") lim n\/a1"+a2"+ . ta,.

13. Wyznaczanie granic ciggow zbieznych

b

Zanim przejdziemy do kolejnych, tym razem nieco trudniejszych, przyktadow na obli-

czanie granic ciggdw zbieznych, musimy poznac jeszcze kilka twierdzen.

Twierdzenie 1.

Jezeli ciag (a,) jest zbiezny do zera, zas$ ciag (b, ) jest ograniczony, to ciag(a, b, ) jest

zbiezny do zera.

0J Dowod. Nalezy oczywiScie wykazad, ze e/\ V A la, bl<e

0 8€R n>6
Poniewaz ciag (b, ) jest ograniczony, wiec M\/O /E\N |b.| <M.

Ponadto, z zalozenia, lim a, = 0, wobec tego ANV A |a | <£
n—oo £>0 §€R n>8 n M

Zatem dla kazdej dodatniej liczby € istnieje taka liczba 8, ze dla kazdej dodatniej licz-

by naturalnej n wigkszej od § mamy: |a,- b, |=|a,|-|b,|< % M=¢€.00
156



13. Wyznaczanie granic ciggéw zbieznych

Twierdzenie 2.
Jezeli wszystkie wyrazy ciggu (a, ) sa dodatnie oraz ciag ten jest zbiezny do liczby nie-
ujemne;j A, to dla kazdej liczby naturalnej k wickszej od 1 ciag (k\/a: ) jest zbiezny do ¥/A.

UJ Dowdd. Rozpatrzmy dwa przypadki:
1. A= 0. Wtedy z zalozenia: lim a, = Owynika istnienie takiej liczby rzeczywistej 8 , ze dla kaz-

n—oo

dej liczby naturalnej n wigkszej od & zachodzi nieréwnos¢|a, | < €*, gdzie € jest dowolnie ma-
Ia liczba dodatnig. A poniewaz |a,|< €' <= a <& = k\/a>n< £ e l/i/;n‘<8, bo
a, >0dlan=1,2,3,..., wigc rzeczywiscie A \/ A lk\/CTH‘ <E.

£>0 §€R n>8

k-1 k=1

2. A> 0.Korzystajac ze wzoru x* — y*= (x = y) («* "'+ x "2y + . +xy* 724y "), mamy:

‘k\/;_ ‘: k=1 k=2 ]an_A| k-2 k —
U ) ) A e, (VA) T (VA)

Poniewaz mlanownlk ulamka znajdujacego si¢ po prawej stronie tej rownosci jest wiek-
szy od YA wu—;c

(+)|¢/a, - *f|

Ale ze zbieznosci ciggu (an) do granicy A wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej J,
ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od & zachodzi nieréwnosé:

(v)|a,~ Al <e-(VA)

Z nieréwnosci (*) i (+*) wnioskujemy, ze rzeczywiscie:

s>0 (SeR n>5 <|\/7 lf‘<8)

Dowod twierdzenia zostat zakonczony. (J

Twierdzenie 3.
Jezeli wszystkie wyrazy ciagu (a, ) sa dodatnie i ciag ten jest zbiezny do liczby dodatniej A,
to ciag (n/;n ) jest zbiezny do 1.

(J Dowdd. Poniewaz lim a, = A, wigc dla kazdej liczby € dodatniej i mniejszej od A istnie-

h— oo

je liczba rzeczywista 6 taka, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n wickszej od & za-
chodzi nieréwnos$é |a, — A| < €.

Ale |a,~A|<€ <= —-€<a,-A<E = A-€<a<A+E =

= 1/A-€g< rMa—n <n/A+e.

Jesli w ostatniej nierdwnosci wyznaczymy granice dla n dgzacego do nieskonczonosci,
otrzymamy, na mocy twierdzenia o trzech ciggach, ze lim r(/ain =LboA-£€>0,A+€>0

i lim mzlgm nA+e=10
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IV. Ciggi liczbowe

Powr6émy teraz do przykladow.
Przyklad 1. Oblicz granicg ciagu (a, ), ktérego n-ty wyraz okreslony jest wzorem:
a,=/n’+2n-n.

Rozwigzanie:
Przeksztalcajac ten wzor, otrzymujemy:

. :(«/n2+2n—n)<‘/n2+2n +n>:(./n2+2n)2—n2: W+ 2n—n® _
! Jn?+2n+n Jn?+2n+n Jn2+2n+n

2n 2n 2
= = = . Stad:
/n*+2n+n n</1+;+1) \/1+2+1 !
n n
2

. . 2 2
lim a =lim = =%=
n— oo n—oo 1+%+1 ﬂ+1 2

Przykiad 2. Oblicz lim (3‘/n3+ 12n* - n).

Rozwigzanie: o
Korzystajac ze wzoru: (a — b)(a’+ab +b*) = a’— b’, otrzymujemy:

<3‘/n3+ 12n* - n)<(3/n3+ 12n2)2+ Y+ 12n% n+ n2>
Ynd+12n* —n= -

(%/n3+ 12n2>2+ P+ 12n% n+n?

3

<3~/ n3+12n2) "n3 n3+12n2_n3

= 5 5
n’ (3/1+lr%)+3\/1+%+1 n’ <3l+%>+3/1+%+1
12
= 122 = . Stad:
(314‘7)4‘3 1+7+1
: 3 2\ _ 12 _12
51}2(3n+12n n)—llm —3—4

Przykiad 3. Oblicz lim %/2-3"+4-7".

. . n—oo
Rozwigzanie:

Poniewaz ’5/2-3”+4~7”=</7”(2'<%> +4)=7~n 2(%) + 4 oraz:

h— oo

lim (2(%) +4):2~0+4:4,wif;c:

n— oo n— oo

lim %23 +4-7" =1im 7-, 2(%) +4=7-1=17.
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13. Wyznaczanie granic ciggow zbieznych

n

1

Przykiad 4. Oblicz lim #/1 + ~—— - )
Rozwigzanie:

Poniewaz dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci:

-1
,{/@ < m < n\/l—f—i—l—, a ponadto:
lim r/:—l lim n/1+——

wiec na podstawie twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze:

-1
s O

Przyklad 5*. Wykaz, ze lim %/n = 1.
Rozwiazanie: o

Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, na podstawie nieréwnosci mie-
dzy Srednig arytmetyczng i geometryczna liczb dodatnich, mamy:

r /ffll f+/;l+ﬂTf“‘

=M—+—n—:—2—=2~—1—+1—2~%.Ponadtooczywiécie"/ﬁ>1d1an>2.

" /n

Zatem dla kaZdej liczby naturalnej n wigkszej od 1 zachodza nieréwnosci:
1
l<wn<2 - —=+1-2--.
V/n /;

Wobec tego na podstawie twierdzenia o trzech ciagach stwierdzamy, ze hm n=1
(dlaczego?).

Przyklad 6*. Wykaz, ze jezelia > 0, to lim na =1
Rozwigzanie: o

Jeslia > 1, to oczywiscie 7/a > 1. Z drugiej strony, na podstawie nieréwnosci migdzy
Srednig arytmetyczng i Srednig geometryczna liczb dodatnich, dla kazdej liczby naturalnej
nwigkszej od 1:

n-—1

+1+1+...+1 +n-—1 1 1

n — . . . . a i —a n e o — —

f—n/al I-...-1< 7 = 0 =aqa n+1 5
n-—1

Wobec tego dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1 zachodzg nier6wnoSci:

. I I
1</5<a~ﬁ+l—ﬁ.

Stad na podstawie twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy:

lim 7/a = 1.

H— 00

GdyzasO<a<l, to—>1 Wtedyllm n l=1 Zatem:

lim a =]im [ hm —1
/%
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IV. Ciggi liczbowe

Przyklad 7. Oblicz lim (- 1) (%) .
Rozwiazanie: "
. .o n\ . . L. 4 . .. .
Poniewaz ciag ((— 1) )]est ograniczony, zas ciag <<§> )]est zbiezny do zera, wigc:

fim (=11 (5) =
Pytania i zadania

1. Oblicz granicg ciagu (a, ), gdy:

4
a)a =Lt — +t2n—1. b)a,=Yn’+5n% —n; c)a,=%3"+5"+10%

n’—n*+n?

Jn*+2n—n 1-n’
d)a =/4n*+n - 2n; e a=—n+———; fYa = ——1L -
) ), 2n—J4n*+ 3n )4,=3 n*+n*-n

2 yI"

[an>=3 277+ n+1 L Tt ancosny

= . h = = - = ——e
8)4,= S RS v v L

2. Oblicz:
. 2n+l+3n+l' . 2’l+7" . L n—1
a) lim === b) lim (—2)+7" " o) lim "4 =D
3". Oblicz:

2

ot (1-£)1-3)-1-30)) o
b)’ltlglo (l _—22'—3><1 _3%)@ B n(n2+ l))(l a (n+ 1)2(n+2));

3
3_ 3_ +1) -1 .
Olim 2=1.3=1, (n+D -1 dy lim /24282 ...-2/2,

e 2241 1T (Y40
4. Oblicz: i35 _—
+3+5+...+(2n—
o) lim LE 23+ . 4n. b) lim <2n2+1_ 1 (2n )>;
nee JAnt+ 3n+ 1 "0 n+

3 3 3 3

1 1 1
, ot :
- 3n P°°(/n2+1 Jn*+2 ,/n2+n>

14. Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci i ich wtasnosci

Wirod ciggdw nieskoficzonych wyrdzniamy ciagi, ktérych wyrazy albo nieogranicze-
nie rosna, albo nieograniczenie malejg. Ciagi takie nazywamy rozbieznymi do nieskon-
€Zonosci.

Mowimy, Ze ciag (a, ) jest rozbieiny do plus nieskoriczonosci 1 piszeriy:
lima, =+oo,

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby rzeczywistej prawie wszystkie wyrazy tego cia-
gu s3 od niej wieksze.

Oto symboliczny zapis tej definicji: lima =+ < AV A (a,>A).

C e n—oo AER SE€R n>6
Geometryczny sens tej definicji jest nastgpujacy:
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14. Ciggi rozbiezne do nieskorczono$ci i ich wiasnosci

dla kazdej liczby rzeczywistej A istnieje taka a,
liczba &, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalne;j
nwigkszej od 8 punkt (n; a, ) lezy powyzej prostej

o rownaniu y = A (ryc. 4.10).

Aby zatem wykazaé, ze ciag jest rozbiezny 4
do +o0, wystarczy stwierdzi¢, iz dla kazdej liczby
rzeczywistej dodatniej prawie wszystkie wyrazy :
tego ciagu s3 od niej wigksze.

Przyklad 1. Wykaz, ze lim 3n =+oo.
Rozwiazanie: e
Niech A bedzie dowolng liczbg dodatnia. 0] 1 2 3 4 556 7 8 9 10n

Poniewaz 3n>A < n> %, wiec istnieje ta- Ryc. 4.10.

ka liczba 8, na przyktad d = —%, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 8 zachodzi
nieréwnoéé 3n > A. To za$ dowodzi rozbieznosci ciagu (3n) do +oo.

Przyklad 2°. Wykaz, ze jezelia > |, to lima, =+oo.

Rozwigzanie:

A. (a">A).Skoroa > 1, to istnieje taka liczba dodat-

S§ER n>d
nia b, ze a = 1 + b (wystarczy przyja¢ b = a — 1). Poniewaz na podstawie nierownosci Ber-

Nalezy dowies¢, ze /\
>

noulliego dla kazdej liczby naturalnej n otrzymujemy: a”"=(1+ b) > 1 + nb, wiec jesli
wykazemy, ze dla dowolnej liczby dodatniej prawie wszystkie wyrazy ciagu (1 + nb) s3 od
niej wigksze, to dowod rozbieznosci ciggu (a") do +oo bedzie zakoniczony. Niech A bedzie

dowolng liczbg dodatnig. Poniewaz: 1 +nb>A < nb>A-1 < n> A; 1, wigc istnie-

je taka liczba 8, na przyklad & = %, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n wigkszej
od & zachodzi nierownos¢ 1 + nb > A.

Mowimy, ze cigg (a, ) jest rozbiezny do minus nieskoficzonosci, co zapisujemy:

lima =—o0,
n

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby rzeczywistej prawie wszystkie wyrazy tego
ciggu s3 od niej mniejsze.

Symbolicznie mozna t¢ definicie  a,

wyrazi¢ nastepujaco: lima =—oc0 < 6 . .
_ AN V /\nﬂ(ma<A)ajej 1234567:891011121314n
i A€ER Se€R n>8 n ’ ° . !

interpretacj¢ geometryczng przedsta- A

wia rycina 4.11. Zatem dla kazdej licz-
by rzeczywistej A istnieje taka liczba J,
ze dla kazdej dodatniej liczby natural-
nej n wigkszej od & punkt (n;a, ) lezy
ponizej prostej o rwnaniu y = A.
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IV. Ciggi liczbowe

Aby wigc dowiesc, ze ciag jest rozbiezny do —oo, wystarczy stwierdzié, iz dla dowolnej
liczby rzeczywistej ujemnej prawie wszystkie jego wyrazy sa od niej mniejsze.
Przykiad 3. Udowodnij, ze lim (1 -2n)=-o0
Rozwiazanie:

Niech A bedzie dowolng liczbg ujemng. Poniewaz 1 —2n<A < 2n>1-A <
1-A
2

— n>1 _2A, wigc istnieje taka liczba J, na przyktad & = , z¢ dla kazdej liczby natu-
ralnej n wigkszej od & zachodzi nier6wnosé 1 — 2n < A, co dowodzi rozbieznosci ciggu
(I -=2n)do —oo.
Przykiad 4. Wykaz, ze lim (2-n*)==oo.
Rozwigzanie:

Dla dowolnej liczby ujemnej A mamy: 2 —n’<A — n’>2-A < n>,/2-A,
bo2 — A > 0, za$ n jest dodatnig liczbg naturalng.

Przyjmujac zatem 8 = /2 — A, stwierdzamy, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej

od & zachodzi nierownos¢ 2 — n” < A. Stad wynika, ze ciag (2 - nz)jest rozbiezny do —oo.

Witasnosci ciggow rozhieznych do nieskonczonosci

Wiemy, ze na przyktad llm 2"=+ oo 1ijednoczesnie lim 21n = 0. OczywiScie ciag ((—2)")

n— oo
nie jest rozbiezny ani do —oo, ani do +oc, ale lim |(=2) ’ =+ oo oraz lim =0.
n— oo

1
=2y

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.

Jezeli lim |a,|=+o0, to lim 0

h— oo n— oo al’l

O Dowdd. Poniewaz lim |a, | =+ oo, wiec /\

ja,> &
>0 J€ER n>5

1

la,]

zbieznosci ciggu (—;—) do zera.

<€ <=

—|<e.Zatem AV A

1
Alela |>% <=
| n| E >0 S8€R n>6

—|< &, ato dowodzi

n

Wiemy, ze lim %:O i jednocze$nie lim 3n=+oco. Z kolei lim (—%)ZO oraz
lim (=2")=-oco. Tymczasem lim (—%) =0, za$ ciag ((—2)”) nie jest rozbiezny ani do

n—oo h— oo

—o0, ani do +oo. Zachodzi bowiem kolejne twierdzenie:

Twierdzenie 2.
Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (a, ) sa dodatnie (ujemne) i ciag ten jest zbiezny

do zera, to 01qg< . ) jest rozbiezny do +oo (— o).
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14. Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci i ich wiasnosci

O Dowdd. Zatozmy, ze prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,) sa dodatnie oraz lima, = 0.

Zatem: e
V /\ an>00razA/\ vV A |an|<%.

§eR n>6 >0 8,eR n>é,

Woweczas dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n wickszej od J, gdzie J jest rébwna
wigkszej z liczb 8,1 6, zachodza nieréwnosci a,> 0 a, < %, a wiegc takze nier6wnosé

ZIL > A, ktéra dowodzi rozbieznosci ciagu ( ) do +o00.(J

Dowod rozbieznosci ciggu ( ) do — oo, gdy prawie wszystkie wyrazy ciagu (a, ) zbiez-
nego do zera s3 ujemne, przeblega podobnie.

Inne twierdzenia dotyczace ciggdw rozbieznych do nieskonczonosci, pomagajace wyzna-
cza¢ granice w przypadkach, kiedy nie mozna skorzysta¢ bezposrednio z twierdzenia o dzia-
taniach arytmetycznych na ciggach zbieznych, podajemy bez dowodu w ponizszej tabeli:

Jezeli: to:
lim a =+ o0 B>0 +00
hm b =B oraz 50 }Larg a b = .
lim a,=lim b, =+ oo lim (a,+b,)=+o00, lim a b =+o0
lim a,=1lim b =-oo lim (a,+b,)=—oo, lim a,b,=+co
lim a, =+ oo, hmb——oo lim a b =— o0
ciag (a,)jest ograniczony
lim 2%=0
1 lim |b |—+oo N oo b

Twierdzenia te mogg tez utatwic zbadanie, czy dany ciag jest rozbiezny. Przyktady:

1) lim n*=+oc;

n— o0

2 fim (/= 1= /0 =2) = fim e e =0

3) lim (/4n+n +2n) = lim n-( /4+%+2>:

n—oo

4 4</n2+2n+7+/n2+1)
4) lim = lim 5 5 =
e 420+ 7 - /41 e on +2n+7—(n +1)

2,7 1 2,7 1
4n<\/1+ﬁ+71—2+\/1+F> 4(\/1+ﬁ+;§+\/1+?>
=lim = lim

n—oo 2n+6 n—oo 24+

=4.

NjfeN
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IV. Ciggi liczbowe

Pytania i zadania

1. Podaj okreslenie ciagu rozbieznego do:

a) +oc; b) —oc.
2. Wykaz, ze:
a) lim 3n*=+ oo b) lim (1=n’)== oo; ¢) lim n! =+ co.
3. Znajdz granice ciagu (a, ), gdy:
_n’+2. _2n—-4, _4-n’
8)a,= 551 0)a,= 5, c)a,= s
4n’+n’+1 4_ 3 2 —2n*+1
= = —-n + — | == = -
d)a, =0 e)a,=2n"—n"+2n"—1; f)a, = n+n—1
4". Udowodnij twierdzenie: Jezeli lim a, =+ ocilim b =+ oo, to lim (a,+b, )=+ co.

n— oo n— oo n— oo

5. Sformutuj i udowodnij analogiczne twierdzenie dla ciagoéw rozbieznych do —oc.
6. Zbadaj zbieznosc¢ ciagu (a,— b, ), gdy ciagi(a,)i(b, ) dane sa wzorami og6lnymi:
a)a,=3n,b =2n; b)a,=3n,b, = 5n; c)a,=2n+1,b =2n-1;
d)a,=—4n,b =-n; e)a,=1-2nb =2-2n.

Czy z tego, ze hma =limb =+ oo lub lima, =limb =-oo, mozna wywnioskowac roz-

n— oo n— oo h— oo

bieznosc ciagu (a,— b, )?

7". Udowodnij twierdzenia:

a)jezeli lim g =lim b =+oc lub lim g, =lim b ==oo, to lim a, b, =+ oc;
b)jezelilim a =+ coilim b =—oo,to lim a b =— co.

n—oo n—oo n—oo

8. Zbadaj zbieznos¢ ciagu (a, - b, ), gdy ciagi (a,)i(b,) dane sa wzorami og6lnymi:

a)a,= 3, b,=n’ b)af%,bfn; c)an:%,bnzzn%
Czy z tego, ze lim a,= 01 lim b, =+ oo, mozna wnioskowa¢ zbieznos¢ 01qgu( b, )?

9. Udowodnij, ze jezeli ciag (a,) jest ograniczony i lim |b | =+ oo, to lim 2" b = 0.

(k=2)n+1

10. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) o wyrazie ogblnym a, =

2 — — —
jest: (k*=2k=3)n-2
a) zbiezny do zera; b) zbiezny do 1; ¢) rozbiezny do +oo; d) rozbiezny do —oo?

kn*—1
(k—=1)n’+n

a) zbiezny do zera; b) zbiezny do 1; c) zbiezny do 2;

11. Dla jakiej wartosci parametru & ciag (a, ) o wyrazie ogélnym a, = jest:

d) rozbiezny do +o; e) rozbiezny do —oo?
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15. Szereg geometryczny i jego zbieznosc

15. Szereg geometryczny i jego zbiezno$¢

Tym razem zacznijmy od przyktadow.

Przyklad 1. Kwadrat o polu 1 rozcinamy na
dwa prostokaty o réwnych polach. Nastepnie
jeden z nich rozcinamy na dwa kwadraty o row-
nych polach, z ktorych jeden znowu rozcinamy
na dwa prostokaty o rdwnych polach itd. (ryc.
4.12). Rozcinanie to mozemy powtorzy¢ dowol-
nie wiele razy, czyli — inaczej méwiac — przedtu-
za¢ w nieskonczonosc¢.

Otrzymamy w ten sposob nieskonczony ciag
figur, na przemian prostokatow i kwadratow,
o polach:

1111 1 1

=

ENE

o0 |—

Jest to zatem nieskonczony cigg geome-
tryczny o pierwszym wyrazie a, = ~ oraz ilorazie
q=7 Dodajac kolejno wyrazy tego ciagu, czyli
obliczajac sumy:

_1.1_3
$,=2+t17 %

1 1.1_7
P R Sl

1.1 1 1_15
5221478 167 16

1. 1+t 1.1 1 , 1 _ 63
S=2 v 13 1630t 6d T 64

1.1, 1 11 1_<%> 1y

S”:§+Z+§+ ..+7:§' L :1-<§>7

Ryc. 4.12.

spostrzegamy, ze gdy liczba skfadnikéw sumy S, nieograniczenie wzrasta, to wartosc tej

sumy rozni sie coraz mniej od 1 (pola danego kwadratu o boku dlugosci 1). Nic w tym

dziwnego, gdyz:

, L (1Y)
i 5,2 m (1- (4 )=
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IV. Ciagi liczbowe

Przykiad 2. Rozwazmy figure pokazang na ry-
cinie 4.13. Powstaje ona w ten sposdb, ze na
przyprostokatnej rownoramiennego trojkata
prostokatnego 7, o ramieniu dlugosci 1 budu-
jemy rownoramienny trdjkat prostokatny 7.
Nast¢pnie na przyprostokatnej trojkata 7', bu-
dujemy podobnie trojkat 7', itd.

Jaka jest dlugos¢ tamanej A, A A, ..., utwo-
rzonej z przyprostokatnych tych trojkatow? La-
mana ta skfada si¢ z nieskonczenie wielu
odcinkow: A\ A,, A, A, AJA, A A, ... Ozna-
czamy kolejno ich dtugosci przeza, a,, a,,..., za-
tem a =A A, a,=A, A, itd. Wyznaczmy teraz
sume dtugosci wszystkich tych odcinkow.

Z zalozenia a = 1. Z twierdzenia Pitagorasa,
mozemy obliczy¢, ze OA; =A, A; + OA;, czyli
al2 = a; + a; ,skad a,= % Podobnie stwierdza-
my, ze a,= % Ogolnie, rozpatrujac trojkat pro-
stokatny OA A _, z twierdzenia Pitagorasa,

otrzymujemy:

A
Y
As| Ay
T,
AT
[0) T
QA A, A
A 10
7A8 s
T,
T, Ay
A,
Ryc. 4.13.

OA =A A2, +OA2,  caylia>_ =a’+d’ Stada®_ =2a’ czylia, = %an_ )

1+ 1

OtrzymaliSmy zatem nieskoficzony ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a,= 1

. . 1
oraz ilorazie ¢ = —=.
/2

Dodajac kolejno wyrazy tego ciagu, to znaczy obliczajac sumy:

1
S,=1+—,
V2
e Lyl
S3_1+ﬁ+2’

1.1 1
S;=lt—=+5+—~,
/20202

stwierdzamy, ze nalezy znalez¢ wartos$¢ nieskoficzonej sumy:

1 1

1+%+§+ 21/5 gt 41ﬁ + ..., czyli granice ciagu (S, ).
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15. Szereg geometryczny i jego zbieznosc

Poniewaz S =1- =
W n 1 \/5

- J/2-1

() s [1<L)]

L wiec

= =1
1

. . LY
lim S =—5— =2+ /2 edyz lim 1—(—7)
n f_ gy nﬁm[ /2

Przejdzmy teraz do rozwazan og6lniejszych. Rozpatrzmy dowolny nieskoficzony ciag
1

geometryczny (a, ) o ilorazie ¢, a wige ciag o wyrazach a, a,q,a,q>,...,a,q" " ,...
Wiemy, ze suma n poczatkowych wyrazow tego ciaggu jest rOwna:
1 . qll
s =lar 7= 8dya7l,
na,, gdyg=1.

1

Ciag (S,), taki ze:
S,=a,
S,=a,+aq,

_ 2
S,=a,taq+aq,

n—1

nazywamy ciagiem sum cze$ciowych nieskonczonego ciagu geometrycznego (a, ) lub sze-
regiem geometrycznym i oznaczamy symbolem:

1

2 -
ataqtaq+..+aq"" +...

Jezeli ciag (S, ) jest zbiezny, to jego granice S nazywamy suma nieskofczonego ciagu
geometrycznego d,,d,q. d, g, ... aq"” ' ... lub suma szeregu geometrycznego:

2 =1
ataqtaq+..+aq"" +.

*

awyrazy a,,da,q,da,q’,...,a,q" "', ...— wyrazami tego szeregu. Jezeli szereg ten ma sume,

to mowimy, ze jest zbiezny. Szereg, ktory nie jest zbiezny, nazywamy szeregiem rozbiez-
nym. Zatem jesli (S, )jest zbiezny do granicy S, to piszemy:

n

. — 13 2 n—=1Y _ 2 n—1
S=lim S,,—rllirg(al+a]q+alq +...+aq )—a1+alq+a‘q +...+aq"

h—oo

Twierdzenie
Jezeli|g| < 1, to ciag (S, ) jest zbiezny oraz:
a

G ol 1
lim 5= 722
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U Dowdd. Wiemy, ze gdy|q| < 1, to lim ¢"= 0, a ponadto:

1-q" a

— 1 a
Sn_al. l—q

:1—q_1—q’
Wobec tego na podstawie twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na ciggach zbiez-
nych otrzymujemy:

. _1 a4 L\ _ 9
thﬂ_hm<—_l-q =g q)— .8

1 n

q .

n—oo n—oo - 1—6]
Tak wiec:
a
[Jez'eli lg|< 1, to S:a1+a1q+a1q2+---+alq"*l+~~:1_1q-

Przeanalizujmy jeszcze przypadki, gdy:
g=1lubg=-11ublg|> L

1. Niech g = 1. Wtedy S, = na, i widzimy, ze:
+oo,gdy a,> 0
S=lim § = { BV
n—e 1| =00, gdya,<0.
2. Gdy g =- 1, wtedy S = a, dla n nieparzystego, zas$ S, = 0 dla n parzystego. Zatem nie ist-
nieje lim S . ‘

3. Niech|gq|> 1. Wowczas:
al

l-q
A poniewaz

5,=

q" - 1|.

q"- 1‘ >|q|" - loraz lim |g|" =+ oo, wiec lim S, =+ e

Ciag (S, ) jest zatem rozbiezny.
Zapamigtajmy wigc, ze:

Szereg geometryczny a,+a,q +a, g + ... jest:

a
a) zbiezny i ma sume S = ﬁ, gdy|q|< 1;

b) rozbiezny, gdy |q| > 1.

Powr6¢my do przyktadow.
Przyklad 3. Oblicz sume szeregu geometrycznego /3 + 1 + % + % +....
Rozwigzanie:

Mamy tutaj: a = /3, a,=1.

. . 41 o _ 1 L
Obliczamy iloraz tego szeregu: @~ 3 Jest nim liczba ¢ 7 A poniewaz|q|< 1,

wigc szereg ten jest zbiezny i jego suma wynosi:

S R L)
/3
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15. Szereg geometryczny i jego zbieznos¢

Przyklad 4. Wyznacz pierwszy wyraz szeregu geometrycznego, znajac jego iloraz i sume:
1 .
=—=i8S=2/2+2.
9= /2
Rozwigzanie: u
Przeksztalcajac wzor S = T_—Lc;’ otrzymujemy:
a=(1-q)Ss.
Stad, po podstawieniu podanych wartosci, otrzymujemy:
_ 1 J/2-1 ~
al—<1—ﬁ>~(2ﬁ+2)— 7 2-(/2+1)=/2.
Odpowiedz: a,= J2.

Przykiad 5. Ulamek okresowy 0, (27) zamien na utamek zwykly.
Rozwigzanie:

0,(27)=0,272727... = 0,27+ 0,0027 + 0,000027 + ... =

=27-1072+27-107*4+27-10"°+ ...

Utamek ten stanowi sume szeregu geometrycznego, w ktorym a,=27-10"*ig= 107"
Szereg ten jest wiec zbiezny, bo |g| < 1, a jego suma wynosi:

1 _271_3
1-10"2 99 " 1I

Odpowiedz: 0,(27) = 2.

§=27-107*

Przyklad 6. Utamek okresowy 1,02 (37) zamief na ufamek zwykly.
Rozwigzanie:
Mamy 1,02 (37) = 1,02 + 0,0037 + 0,000037 + 0,00000037 + ... =
=1,02+37-107*+37-107°+37- 107 %+ ....

Suma tych wszystkich skfadnikdw, poczynajac od drugiego, jest sumg szeregu geome-
trycznego o pierwszym wyrazie a,= 37 - 10™*i ilorazie g = 10> Szereg ten jest wigc zbiez-

. - 1 37 -
ny, a jego suma S=37-10"* 102099 107" Stad:

_ 37 10098 +37 10135 _ 2027
1.02(37)= 1,02+ 5560 =~ 9900" = 9900 = 1980"

Odpowiedz: 1,02 (37) = Ta6~

Pytania i zadania

1. Co to jest szereg geometryczny? Podaj przykiady szeregdw geometrycznych.
2. Co to jest suma szeregu geometrycznego?
3. Podaj, kiedy szereg geometryczny jest:

a) zbiezny; b) rozbiezny.
4. Podaj przyktad szeregu geometrycznego:

a) zbieznego; b) rozbieznego.
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IV. Ciggi liczbowe

5. Oblicz sumy szeregow geometrycznych'

1,11 : 11 2,4 _8
a)l+5+5+at.. b)1 - +4 gt l-3+g5-77+
27 f+1 /21
d)d+25+15+...; 2/2+2+/2+ ..., f +
) 3 9 e) /2 /2 )f ﬁﬁ'l
1,1 1,1
It —=+5+"> h)1- TN S
AN 2[ NWmrrTon
6. Zamien na ulamki zwykle nastepujace utamki dziesietne okresowe:
a) 0,(1); b)3.(5) c)0,(9); d)1,2(3); €)0,05(8);
) 0,(36); 2)0.(12); h)1,0(24); 1) 0,(224); 1) 3,5(001);
k) 0,11(6); 1)0,12(3); 1)2,3(21); m) 0,(728).
7. Rozstrzygnij, czy zachodza rownosci:
a)0,(7)+0,(3)=1,(1) b)0,(6)+0,(3)=1
€)0,(72)+0,(27) =1 d)0,(9)+0,(2)=1,(2).
8. Rozwigz rOwnania:
a)x+4x>+ 16x°+...= | b)x+ﬁ+i2_+ _3xtl
5 2 4 3 >
8 — . X XX =4dx — 15
C)2x+4++...=5x+3 d) xtytgtgt.. =4 15;
1 1 11
e)l+ + + +...=1-2x; Hax-1l+--—+...=x-3
) 1 —x (1_x)2 (1—9()3 ) X 52
Jx+1 1 1
+...=4+3/x.
g)/;—l o f Jx
9". Rozwiaz nierGwnosci:
2 3
X X X .
a)x+1+<x+l>+<x+l>+"'<2’
x X’
b)1+§+z+...<1.

16. Szereg geometryczny w zadaniach

Ten podrozdzial poswigcimy przyktadom roznych zadan zwigzanych z szeregiem geo-
metrycznym.

Przyklad 1. Gasienica z trudem pelznie po pniu drzewa w gore, po linii prostej do
najbliZszej galezi. W pierwszej minucie przesuwa si¢ o 5 dm, w drugiej 0 2 é dm, w trzeciej
dm wczwartej 0 5 3 dm itd. Do pierwszej galezi z liémi (stanowigcymi jej pozywienie)
]est o utamek centymetra dalej niz metr. Po ilu minutach gasienica dopelznie do tej galgzi?
Rozwigzanie:
Z treSci zadania wynlka ze dtugosci kolejnych odcinkéw pnia drzewa, jakie pokonuje
gasienica, a wigc liczby:

iii
55,15
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16. Szereg geometryczny w zadaniach

tworzg nieskonczony ciag geometryczny. Jego pierwszym wyrazem jest a = 5, a ilorazem
liczba g = 7 Poniewaz |g| < 1, wigc ciag ten jest zbiezny, jego suma za$ wynosi:

5,5 _ 5
Z+§+...——_l—10.

2
Wynika z tego, ze gasienica nigdy nie dopelznie do gatezi.

5+3+

Przykiad 2 (Zadanie Zenona z Elei, ok. 500 lat p.n.e.). Szybkonogi Achilles, znajdujac sie
w odleglosci d metrow od z6iwia, rozpoczat za nim poscig. Achilles poruszal si¢ z predko-
Scig w m/s, a zOlw — z predkoscia v m/s. Jaka droge musi przeby¢ Achilles od chwili
rozpoczecia poscigu, by dogonic zotwia?

. . A z
Rozwiazanie:
Z tresSci zadania wynika, ze: | d |
1) Achilles przebiegnie droge AZ w ciagu % S, Ryc. 4.14.
2) zOlw w tym czasie przebedzie droge v - i m,
3) Achilles pokona droge poprzednio przebyta przez zOtwia w ciagu =~ vd . ”—‘Z S,
1%

4) z6lw w tym czasie pokona v - iv—cf m nowej drogi itd.

Widzimy, ze czas trwania poScigu Achillesa za zolwiem jest rowny sumie szeregu geo-
metrycznego:
2 3
i+£%l—+” fl+” fl+
W w w

b

0 pierwszym wyrazie a,= % iilorazie g = % Poniewaz |¢| < 1, wigc czas ten wynosi (zgod-

nie ze wzorem na sume zbieznego szeregu geometrycznego) % : l—l—v - w‘i - sekund.
Tw

Natomiast dfugoS¢ drogi, jaka przebyt w tym czasie z6lw, jest suma szeregu geome-
trycznego:

vd , v’d , v’ d 1/4

W w? i w3 w'

+ ...

0 plerwszym wyrazie a, = 1f_€l'_]' ilorazie ¢ = £ ktora nosiM S S d_v .
ym wy 1T w w’ wo v wev
w

(Dtugosc¢ tej drogi mozna oczywiscie obliczy¢ prosciej, mianowicie mnozac predkosé v,

z jaka poruszal si¢ zOtw, przez czas trwania poscigu Achillesa).
Jakap P W—v poscig

Achilles, aby dogoni¢ zotwia, musiat wigc pokonaé droge dtugosci d + WdTV =-dw

voow—v
metrow.

Uwaga. Gdyby zalozyc, ze Achilles w chwili rozpoczgcia poscigu za zotwiem znajdowat si¢
w odleglosci 100 m od niego, oraz ze poruszal si¢ z predkoscia 10 m/s, za$ zO6lw — z pred-
koscig 0,1 cm/s, to:

o= 109081890 cm = 10001 em = 100,01 m,

czyli okaze sig, ze Achilles dogoni z6iwia po uptywie okoto 10,001 s od chwili rozpoczecia

za nim poScigu.
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IV. Ciggi liczbowe

Przyktad 3. Tworzymy lini¢ spiralng w sposob pokazany na rycinie 4.15. Kreslimy p6i-
okrag o Srednicy AB = 2r. Do tego potokregu dorysowujemy poltokrag o Srednicy OB dwa
razy krotszej od AB; nastepnie kreslimy poiokrag o Srednicy OC dwa razy krotszej od OB
itd. Jaka jest dtugo$¢ otrzymanej spirali?
Rozwiazanie:

Dtugosci kreSlonych potokregdéw tworza nie-
skoficzony cigg geometryczny o pierwszym wyra-
zie a,=7ir i ilorazie g = . Dtugos$¢ rozwazanej
spirali jest wigc sumag:

1 1 1 A 0 c B
Tr + ) Tr + 4 Tr + 3 Tr+ ...
zbieznego szeregu geometrycznego. Suma ta, zgod-
nie z poznanym wzorem, wynosi I _716 5= 27r. Ryc. 4.15.

Zatem dtugo$¢ tej spirali rowna jest 2717, a wigc dtugosci okregu o promieniu 7.
Odpowiedz: Dlugos¢ otrzymanej spirali wynosi 27tr.

Przyklad 4. Dany jest trojkat rownoboczny T, o boku dtugosci 1 (ryc. 4.16). W trojkat ten
wpisujemy trojkat rownoboczny T, o wierzchotkach w srodkach bokow trojkata 7. W troj-
kat T, wpisujemy podobnie tr6jkat réwnoboczny T, w ten zas$ — trojkat rownoboczny 7',
itd. Oblicz sume pdl otrzymanego ciggu trojkatow 7', 7', T',.

Rozwigzanie:

Trojkaty 7', T,, T, T,, ... maja boki o diugosci

odpowiednio I, %, %, %, ..., wiec ich pola, zgodnie

ze znanym wzorem na pole S = a 2 3 trojkata row- 1

1
nobocznego o boku dtugosci a, tworza nieskon- ¢

czony ciag geometryczny: \/

1
104 44 164 6h Ryc. 4.16.

=

0 pierwszym wyrazie a, = —{—3 iilorazie g = % Poniewaz |g| < 1, wigc:

B s s

+...= i3 3

1-

/3

Odpowiedz: Obliczana suma p6l wynosi 3

T=
4

Przyklad 5 (Zbioér Cantora). Odcinek diugosci 1 dzielimy na 3 rowne czgSci i usuwamy
srodkowy odcinek otwarty (tzn. bez kofnicow). Sume dtugosci pozostatych odcinkow ozna-
czamy przez c¢,. Nastgpnie kazdy z tych odcinkéw ponownie dzielimy na 3 rowne czgsci
i usuwamy Srodkowy odcinek otwarty, otrzymujac odcinki, ktérych sume diugosci ozna-
czamy przez ¢, itd. Oblicz sume ¢ + ¢, + ¢+ ...
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16. Szereg geometryczny w zadaniach

Rozwigzanie:
Rozwazmy opisywany zbior na osi liczbowej (ryc. 4.17).

12 78 120 25 26
27 27 27 27 27 27 27 27
— — e ——— —t — —y —
0 1 2 1 2 7 8 1
9 9 3 3 9
Ryc. 4.17

Bez trudu zauwazymy, ze:

1. ¢, jest sumg dlugosci przedziatow: { O;

2. ¢, jest suma diugoSci przedzialéw: ( 0;

— —
\\'/\/
—_——

3. ¢, jest sumg diugosci przedziaiow: <0;

<§' 25 >, < 20, 1>, tak wigc c, = 8 itd.

3~
\\‘/
—_—
S
Ol—

927 \27 27

Wobec tego poszukiwana suma c + ¢, + ¢, + ... jest suma szeregu geometrycznego:
2,48,

37927

Szereg ten jest zbiezny, gdyz jego obrazem g jest liczba z przedziatu (—1; 1), mianowi-

cieg= % Zatem zgodnie ze wzorem na sumg¢ takiego szeregu otrzymujemy:
2

2,4, 8, __3 _
Ftgtyrt..=—%=2

Odpowiedz: Obliczana suma wynosi 2.
Przykiad 6. Wyznacz szereg geometryczny, ktérego suma jest rowna %, a suma kwadratow
wyrazOw tego szeregu wynosi %

Rozwigzanie:

Nalezy wyznaczy¢ wyraz pierwszy a, i iloraz g szukanego szeregu. Poniewaz, z za;loie-
nia, szereg ten jest zbiezny, wigc|q| < 1. W takim razie szereg o pierwszym wyrazie a, i ilo-
razie g tez jest zbiezny. Z tresci zadania wynika uktad rownan:

a,_ _3
l-qg 2
2
)
1-¢> 8

Rozwigzujgc go, otrzymujemy: a,= 1, g = %
(111
Odpowiedz: (1, 39" 37" )
Przyklad 7. Dla jakich wartoSci x szereg geometryczny:
2 3 L.

I+ (2-x")+(2-x%) +(2—-x%) + ... jest zbiezny?
Rozwiazanie:

Mamy a = 1, g = 2 — x>. Szereg ten jest zbiezny, gdy|q| < 1. Otdz:

2-x%<1 = —1<2-24’<1 e 1<x’<3 & -/3<x<-1V1<x</3.

Odpowiedz: x € (-//3; - 1) U(1;/3).
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IV. Giggi liczbowe

Pytania i zadania

1.

. Dla jakiej wartosci x skfadniki sumy

. Udowodnij, ze jezeli|g| < L to (1 +g+¢°+¢’+...)(1-g+q*— ¢’ + )=

Znajdz iloraz zbieznego szeregu geometrycznego, w ktorym a, = 2, zas suma jego wyra-
zOw jest 3 razy mniejsza od sumy kwadratow tych wyrazow.

. Suma wyrazOw szeregu geometrycznego wynosi 5,asuma jego wyrazow o wskaznikach

nieparzystych wynosi 1. Wyznacz ten szereg.

. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny 1+ (x°=3x+1)+(x=3x+1) +

+(x*=3x+ 1)3+ ... jest zbiezny?

Jx+1 ]

+ +

Jx—1 x-/x

1 . . .
+ T .- sa kolejnymi wyrazami

zbieznego szeregu geometrycznego?

T

. (Dywan Sierpifiskiego). Kwadrat K o boku dtugosci 1 dzielimy prostymi rownolegtymi

do bokoéw kwadratu na 9 przystajacych kwadratow i usuwamy wnetrze Srodkowego
kwadratu. Pozostata figure oznaczamy przez F,. Tworzymy ciag nieskonczony figur F,.
Figur¢ F, otrzymujemy z figury F, _, w ten sposob, ze kazdy z kwadratéw, ktdrych su-
ma jest figura F, _, dzielimy na 9 kwadratow przystajacych i usuwamy wnetrze kazde-
go srodkowego kwadratu. Figura F, jest sumg pozostalych kwadratow.

a) Nakresl kilka poczatkowych figur ciagu (F,).

b) Przez P, i S, oznaczamy pola odpowiednio figur F, 1 F, | = F,. Znajdz ,limPn oraz

lim (S,+S,+...+5 ). o

n—oo

. W okrag o §rodku O i promieniu dlugosci r wpisano szesciokat foremny AA| A, A, A A

7 wierzchotka A poprowadzono prostopadia do OA . Z punktu B, przecigcia si¢ tej pro-
stopadlej z OA, poprowadzono prostopadig do OA,, a z punktu B, przecigcia si¢ tej pro-
stopadiej z OA, poprowadzono prostopadia do OA, itd. Oblicz sume diugosci
nieskofczonego ciggu wszystkich utworzonych w ten sposob odcinkow:

AB+B B,+B,B,+....

. W trojkat rownoboczny o boku diugosci 1 wpisano koto, a nastgpnie wpisano trzy kota

styczne do danego kota i bokow danego trojkata. Czynno§¢ t¢ powtorzono nieskofcze-
nie wiele razy. Oblicz sum¢ pdl wpisanych kof.

Dany jest trojkat rownoboczny 7', 0 boku diugosci 1. W trojkat ten wpisujemy trojkat
rownoboczny 7, w ten sposob, ze kazdy wierzchotek trojkata 7', nalezy do innego boku
trojkata T, a kat ostry migdzy bokami trojkatow 717, wynosi 30°. W trojkat 7', wpisu-
jemy podobnie trojkat 7', itd. Oblicz sume nieskoficzonego ciagu pol wszystkich utwo-
rzonych w ten sposob trojkatow.

10. Oblicz dtugosci linii sktadajace]

sie z nieskonczonej liczby pot-
okrggow o Srednicach dtugosci
odpowiednio: a, %, %, a . (ryc. /\

g,
ity N

Ryc. 4.18.
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V. Zwigzki miarowe w trojkacie

W klasie pierwszej poznali$my zalezno$ci mi¢dzy dtugosciami bokow i miarami katow
trojkata prostokatnego. Stosujac funkcje trygonometryczne dowolnego kata i twierdzenie
Pitagorasa, potrafimy rozwiaza¢ dowolny trojkat prostokatny. Okreslenie rozwigzaé
trojkat oznacza: znalez¢ pewne jego elementy, majac dane pozostate. Na przykiad znajac
miary katow i dtugos¢ jednego z bokéw trojkata prostokatnego, umiemy obliczyé dtugosci
pozostatych bokow.

W tym rozdziale udowodnimy twierdzenia pozwalajace rozwiaza¢ dowolny trojkat.
Formulujgc twierdzenia, bedziemy korzystac z tak zwanych oznaczen standardowych

(ryc. 5.1):
a, b, ¢ — dtugosci bokow trojkata,
a, B,y — miary katow trojkata,
przy czym:
o — miara kata lezgcego naprzeciwko boku o diugosci a,
B - miara kata lezacego naprzeciwko boku o dtugosci b,
Y — miara kata lezacego naprzeciwko boku o dtugosci c,
r — dlugos¢ promienia okrggu wpisanego w trojkat,
R - dfugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie,
S — pole trojkata,
p — polowa obwodu trojkata.
Wierzcholki trojkata oznaczaé bedziemy duzymi literami alfabetu tacinskiego, najcze-
Sciej — odpowiadajacymi matym literom tego alfabetu:
A —wierzchofek lezacy naprzeciwko boku o dtugosci a,
B —wierzcholek lezacy naprzeciwko boku o diugosci b,

C —wierzchotek lezacy naprzeciwko boku o dtugosci c.

a
b
b B
C

A A

Ryc. 5.1.
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V. Zwigzki miarowe w trojkacie

1. Twierdzenie sinusdw i jego zastosowania

Twierdzenie

W dowolnym trojkacie stosunki diugosci bokoéw do sinusow miar przeciwleglych katow
sa takie same i rOwnaja si¢ dlugosci Srednicy okrggu opisanego na tym trojkacie.

Twierdzenie to mozna zapisaé nast¢pujaco
(ryc. 5.2):

a __b __c _
sin@ ~ sinf3 siny 2R

O Dowéd. Udowodnimy rownosé - 7= 2R.
, T b
Dowody rownosci: SN 2R, sinf 2R

sg analogiczne.
Rozrézniamy trzy przypadki w zaleznosci od
tego, czy: Y < 90°, 7 =90°,7 >90".

Przypadek 1: ¥ < 90°, przedstawiony na rycinie 5.3.

Przez wierzcholek A prowadzimy S$rednice
i jej koniec D taczymy z wierzchotkiem B. Po-
wstaly trojkat ABD jest prostokatny o kacie
prostym ABD (kat wpisany oparty na Srednicy),
natomiast kat ADB rowny jest katowi ACB (sa to
katy wpisane, oparte na tym samym tuku). Wo-
bec tego w trojkacie ABD z definicji sinusa:

siny = ﬁ, czyli:

siny =, bo AD=2R.

._Cc  _
Stad: Sny - 2R.

Przypadek 2: ¥ = 90°, przedstawiony na rycinie 5.4.
W tym przypadku siny = 1 oraz ¢ = 2R.
Zatem:

¢ —£: =
siny 1 ¢=2R,

czyli rzeczywiscie i tutaj:

C =
siny
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1. Twierdzenie sinusow i jego zastosowania

Przypadek 3: 7 > 90°, przedstawiony na rycinie 5.5.

Podobnie jak w pierwszym przypadku prowa-
dzimy przez wierzchotek A Srednicg i jej koniec D
taczymy z wierzchotkiem B. Wowczas powstaly
trojkat ABD jest prostokatny o kacie prostym przy
wierzchotku B. W trojkacie tym kat ADB ma mia-
re 180°— v, gdyz katy ADB i ACB, jako wpisane
1 oparte na tukach uzupetniajacych si¢ do catego
okregu, uzupetniaja si¢ do kata péipetnego. Wo-
bec tego w trdjkacie ABD z definicji sinusa:

sin<180°— }/) = ﬁ, stad:

sin}/:ﬁ, bo sin<180°—}/>:siny,

. . c -
1 ostatecznie Siny - 2R.
Tym samym twierdzenie zostalo udowodnione. J
Podamy teraz wiele zastosowan tego twierdzenia, w tym gltéwnie do rozwigzywania

trojkatow i1 zadan na dowodzenie.

Rozwiazywanie trojkatow
Elementami trojkata sa, jak wiemy, jego boki i katy. Ich miary bedziemy tu nazywac po
prostu elementami i oznacza¢ standardowo. Tak wiec dtugos$¢ boku a oznacza¢ bedziemy
przez a, miar¢ kata o przez « itd.
Przypomnijmy jeszcze na wstepie, ze:
1. Katy a, B, Y dowolnego trojkata spetniajg rownos¢ ot + B+ y = 180°.
2. Boki a, b, c dowolnego trdjkata spetniaja nieréwnosci: a<b+c,b<c+a,c<a+b.
Podstawowymi przypadkami rozwigzywania trojkatéw nazywamy zadania na oblicza-
nie trzech elementow trojkata przy danych trzech jego elementach, w tym co najmnie;j je-
dnym boku.
Sa cztery takie przypadki, gdy dane s3:
1. Bok i dwa katy, na przyktad: a, B, y.
2. Dwa boki i kat naprzeciw jednego z nich, na przyktad: a, b, c.
3. Dwa boki i kat migdzy nimi, na przykiad: a, b, Y.
4. Trzy boki: a, b, c.
Na podstawie twierdzenia sinusow i twierdzenia o sumie katow trojkata mozna rozwia-
zac trojkat w kazdym z wymienionych przypadkéw.

Przyklad 1. Rozwiaz trdjkat, w ktorym dane sa: bok a oraz katy Bi7.
Poniewaz ot + B+ 7 = 180", wiec ot = 180° — ( B+y ); z twierdzenia sinusOw otrzymuje-
my natomiast: ’
_ sinf siny
b=a sino sinat”
Zadanie to ma zawsze jedno rozwiazanie, jesli tylko B+ 7 < 180",
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V. Zwigzki miarowe w trojkacie

Przyklad 2. Na brzegu rzeki wznosi si¢ wieza z dwoma pionowymi otworami, umieszczo-
nymi jeden pod drugim, ktorych $rodki sg oddalone o d. Linie poprowadzone ze Srodkow
otworéw do miejsca potozonego na drugim brzegu rzeki, najblizszego podstawy wiezy,
tworza z pionem wyznaczonym oknami katy o i 8. Wyznacz szerokos¢ rzeki.
Rozwigzanie:

Zagadnienie sprowadza si¢ (w uproszczeniu) do takiego oto zadania geometrycznego:
Dany jest trojkat prostokatny CDB o kacie prostym przy wierzchotku D (ryc. 5.6) i kacie
CBD réwnym f3. Na boku DB obrano taki punkt A, ze AB =d, <CAD = . Wyznacz CD.

Ryc. 5.6.

W trojkacie ACD zachodzi réowno$é CD = CA - sina. Poniewaz « jest katem zewngtrz-
nym trojkata CAB, wigc <BCA=a — f3.
Po zastosowaniu twierdzenia sinusow do tego trojkata otrzymujemy rownosc:

AB CA dsinf3
=—— skad CA= —F——.
sin(a—ﬂ) sin 8 SKa sin((x—ﬂ)
dsina -sin 3

Wobec tego CD =CA -sinax = sin(a —ﬂ) .
Przykiad 3. Aby wyznaczy¢ wysokoS¢
gory, zmierzono odcinek CD oraz kg-
ty ACD i ADC. Jaka jest wysokoScC tej
gory?

Rozwigzanie:

Wprowadzmy oznaczenia jak na ry-
cinie 5.7. Wowczas w trojkacie ACD
znajdujemy kat §=180°—(B+7y). Po
zastosowaniu twierdzenia sinusow do
tego trgjkata otrzymujemy:

siny

sind’

AC _ CD —n.
SNy sind’ skad AC=CD

178



1. Twierdzenie sinusow i jego zastosowania

Szukang wysokos¢ h wyznaczamy z trojkata prostokatnego ABC:
A—hC =sina, skad h=AC " sina.
Y sing
Wobec tego h=CD - w
sind

Przyklad 4. Rozwiaz trojkat, w ktorym sa dane boki a, b i kat .
Rozwigzanie:

Korzystamy z twierdzenia sinusow i zwigzku miedzy katami trojkata:

sinf3 = %sina i7=180"~(a+f) oraz:
_siny

sino”

Widzimy przy tym, ze zadanie ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy gsin(x <1,

czyli gdy a, b, ¢ sg tak dobrane, ze bsino < a.

c=da

Przyklad 5. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku B ma 60°. Boki BC'i AC sg dtugosci od-
powiednio 11i,/3. Wyznacz dtugos¢ trzeciego boku.
Rozwiazanie:

Z twierdzenia sinuséw siBnC;X = si(ilAB’ skad sinA = % -sin B. Po podstawieniu B = 60°,

BC=1,CA=/3 otrzymujemy sinA = % Wobec tego A =30" (kat A nie moze mie¢ miary
150°, gdyz wtedy <A + <B > 180°).

Skoro A =30°, B=60°, to C=90". Trojkat ABC jest wiec prostokatny. Gdy zastosujemy
do niego twierdzenie Pitagorasa, otrzymamy:

AB=/BC*+CA = |1+ /3 = /4=2.
Odpowiedz: Trzeci bok ma dtugos¢ 2.

Przykliad 6. Oblicz pole trojkata rownoramiennego, w ktoérym kat przy podstawie jest row-
ny 30°, a suma dtugosci ramienia i wysokosci wynosi 10.
Rozwigzanie:

W zadaniu nie podano, o ktéra wysoko$¢ chodzi.

Trzeba zatem rozpatrzy¢ dwa przypadki: €
1. Przypadek, gdy wysokos¢ jest opuszczona na pod- b A b

stawe (ryc. 5.8).

o ) ho e 1 307 a

w tro;%qae ACD mamy wowczas 3 = sin 30 = A D B

skad h =5 b. Ryc. 5.8.
. .. - 1, _ .20 .,_10
Wiemy tez, ze b+ h =10, wobec tego b+§b— 10, czyli b= 3 1 h= 3
Z twierdzenia sinusow 28 = —b b _op_ 40,
sinC - gin3p” 1 3
2
stad AB=20 sinC =42 sin120°= 42 sin60°= 42 @ =203
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V. Zwigzki miarowe w trojkacie

Wobec tego pole trojkata ABC jest rowne:
Lap.po1.20/3 10 10%5

2 3 3
2. Przypadek, gdy wysokos¢ jest opuszczona na przedluzenie ramienia (ryc. 5.9).

Wiedy w trojkacie BCD mamy 2% = sin 60",

skad h = bsin60" = bT‘/g Po podstawieniu tej

warto$ci do réwnania b + h = 10 otrzymuje-

b/3

my b + 5= 10, skad kolejno:

§(2+£): 10, b(2+/3) =20,

1wreszcie b = 20(2 - /§)

Wowczas h = bTﬂ = 10/§(2 - ﬂ)

Zatem w tym przypadku trojkat ABC ma pole rowne:
2
7 20(2-/3)-10/3(2-/3)=100/3(2~/3).

2
Odpowiedz: Pole trojkata ABC wynosi 10%/5 lub 100.,/3 (2 -J/3 ) .

Zastosowania twierdzenia sinusow do zadan na dowodzenie

Przyktad 1. Wykaz, ze pole S trojkata o bokach a, b, c mozna wyrazi¢ wzorem

abc
S=UR
gdzie R oznacza promien okrggu opisanego na tym trojkacie.
Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.10.

Wiemy, ze S = %c “h.

h,
Poniewaz b =sina, stad h_=bsina.

Wobec tego:
_1g

S= 5 bcsina.

7 twierdzenia sinusow: —2— = 2R, skad
L e sino
SInQ = 55, Wigce:

1 a_bC
S= b 2 i

180



1. Twierdzenie sinusow i jego zastosowania

Przyktad 2. Udowodnij, ze w kazdym trdjkacie dwusieczna kata dzieli przeciwlegly bok na
odcinki proporcjonalne odpowiednio do bokéw przylegtych.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.11. Mamy

AD _ AC ¢

dowie$é, ze jezelia = B, t0 75 DB - BC" Po zastosowaniu 4
twierdzenia sinusow do trojkatow ADC 1 DBC otrzy-

. _AD _ AC DB _ BC i
mujemy: sina ~ siny °'# smﬁ sind’ skad po po /s
dzieleniu tych rownosci stronami: p ) B

AD sinf _ AC sind Ryc. 5.11.

DB sina ~ BC siny"

e . .. AD _ AC
A poniewaz sina =sinf i sind =sinYy, wigc rzeczywiscie 7p = p&-

Uwaga. UdowodniliSmy poznane w klasie pierwszej twierdzenie o dwusiecznej kata
w trojkacie, wykazane wtedy z zastosowaniem twierdzenia Talesa.

Przyklad 3. Wykaz, ze jezeli dwusieczna kata zewne;trznegb trojkata przecina przedtuze-
nie przeciwlegtego boku, to dzieli ona odpowiednio ten bok w stosunku przeciwnym do
stosunku pozostatych bokow.
Rozwigzanie:

Zachowujac wszystkie oznaczenia podane na poprzedniej rycinie 5.11, wprowadzmy
na rycinie 5.12 jeszcze kilka nowych oznaczen.

Przy tych oznaczeniach wystarczy wykazaé, ze jezeli o, = 3 , to:

(s AE _ AC
"/ EB  BC"
Poniewaz katy ot + B 1 o+ f3, sa
przylegte, wigc ich dwusieczne sg A'
prostopadte. Zatem o, + = 90". Po c /b
zastosowaniu twierdzenia sinuséw do &/p o
trojkatow AEC i BEC otrzymujemy:
AE __AC . 6 Y1
sin(o+B+a,) siny, o A D B E
BE _ BC Ryc. 5.12.

sino,  sinYy,
Po podzieleniu tych! rownosci stronami otrzymujemy rOwnosc:

( ) San( AC
sk k = —-==.
BE sm(oc+ﬁ+a) BC

1 Zakladamy, ze wystepujace w tych réwnoSciach stosunki maja sens, to znaczy, ze sin (a +B+ al) #0, siny, #0,
sin o) # 0. Tak jest rzeczywiscie, bo zawsze o # 90° (a + B jest katem tréjkata, wiec & + 8 < 180°); za$sin ¥, £ 0
wtedy i tylko wtedy, gdy , # 0°i7, # 180°. Poniewaz Y, + § = 90°, wigc ¥, # 180°. Gdyby zas y, = 0°, wtedy & = 907,
to za$ jest mozliwe tylko w przypadku, gdy AC = BC. Z kolei wowczas dwusieczna kata BCA', jako rownolegla
do prostej AB, nie moglaby si¢ z nig przecinac.
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V. Zwigzki miarowe w trojkacie

Poniewaz o+ =90"i = o, wigc sin (@ + B +,) = cosar = cos B = cos (90° — ot ) =
sinQ
sin(a+pB+a,)

=sina | i wobec tego =1, skad z rownosci (#*) otrzymujemy dowodzong

rownos¢ ().

Przykiad 4. Udowodnij, ze jezeli katy a, B, ¥ pewnego trojkata spetniajg warunek
sin®a +sin? B = sin’ 7, to trojkat ten jest prostokatny.
Rozwigzanie:
Z twierdzenia sinusOw wynikaja rownosci:
a __b __c
sin@  sin ’B sin Y
Po podstawieniu tych wartoSci do podanej rownoSci otrzymujemy:

- =4 nB=b ny= C

= 2R, skad sina = 55, smﬂ—ZR, siny = 5. 2 2 2

a_, b- _ ¢
4R’ 4R’ 4R¥

czyli rtownos¢ a®+ b* = ¢?, ktora dowodzi, ze trojkat ten jest prostokatny.

Pytania i zadania

1. Podaj twierdzenie sinusow.

2. Co to znaczy rozwigzac trojkat?

3. Udowodnij, ze jezeli & i 8 s3 katami dowolnego trojkata, to sin (ot + ) < sina +sin 3,
4. Oblicz diugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie, w ktorym dane sa: a = 4.,/7,

/2

a=—Y
COoS 3

5. Wyznacz miary katow trdjkata, w ktérym wysokosc i Srodkowa poprowadzone z jedne-
go wierzchotka dzielg kat przy tym wierzchotku na trzy réwne cz¢sci.

6. Wyraz pole trojkata w zaleznoSci od diugosci jednego z jego bokoéw i miar katow don
przyleglych.

7". Trojkaty ABC i DEF wpisano w ten sam okrag. Udowodnij, ze rowno$¢ obwodow tych
trojkatow jest rownowazna réwnosci sum sinusow ich katow wewnetrznych.

8. W trojkacie ABC dane sg: AB = 10,00 = 30°, 8 = 45°. Oblicz dtugosci pozostatych bokow
tego trojkata i promien okregu opisanego na tym trdjkacie.

9. W trojkacie ABC dane sa: AB=2, BC = 2—3@, a =30". Oblicz AC.

10. W trojkacie ABC dane sa: AB =8, a = 60", B=45". Oblicz pole tego trojkata.

11. Dwa sposrod katow trojkata majg miary o i B, a promien-okregu opisanego na tym
trojkacie jest dtugosci R. Oblicz obwdd tego trdjkata.

12. Na prostej przechodzacej przez podstawe wiezy wyznaczono takie dwa punkty A i B,
ze AB =20 m. Z punktu A wierzchotek wiezy wida¢ pod katem 75°, a z punktu B — pod
kgtem 45°. Jak wysoka jest ta wieza?

13. Pod jakim katem wzgledem pradu rzeki sternik kieruje 16dz, jesli ptynie ona po prostej
tworzgcej z kierunkiem pradu rzeki kat 30°, predkos¢ pradu rzeki wynosi 1 m/s, a pred-
kos¢ wtasna todzi 1,5 m/s? _

14". Udowodnij, ze jezeli w trojkacie zachodzi rownos¢ a-sinat+b-sinfB=c-siny, to

trojkat ten jest prostokatny.

15", Udowodnij, ze jezeli kwadraty sinusow katow trojkata tworzg cigg arytmetyczny, to

kwadraty odpowiednich bokow tego trojkata rOwniez tworza cigg arytmetyczny.
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2. Twierdzenie cosinuséw (Carnota) i wnioski z tego twierdzenia

Poznamy teraz kolejny wazny zwigzek, w jakim pozostaja elementy kazdego trojkata.

Przedtem jednak udowodnijmy nast¢pujace twierdzenie pomocnicze (lemat).
Lemat. W kazdym trojkacie ABC zachodza réwnosci:

(1) a=c-cosB+b-cosC,
(2) b=a cosC+c-cosA,
(3) c=b-cosA+a-cosB.

(Pamigtajmy, zZe oznaczenia w powyzszym lemacie sg standardowe).

O Dowod. Opusémy w trojkacie ABC wysokosci AD, BE i CF oraz oznaczmy diugosci od-

cinkow AF, FB, BD, DC, CE i EA odpowiednio przez x, y, z,t, uiv.

1. Gdy trojkat ABC jest ostrokatny (ryc. 5.13), wOw-
czas z definicji sinusa i cosinusa kata ostrego w troj-
kacie prostokatnym wynikaja zwiazki:
x=b-cosA,y=a cosB,
z=c-cosB,t=b-cosC,

u=a-cosC,v=c-cosA, skad:

c=x+y=b-cosA+a-cosB,

a=z+t=c-cosB+b cosC,

b=u+v=a-cosC+c-cosA.

2. Gdy trojkat ABC jest prostokatny, o kacie
prostym na przykfad przy wierzchotku C
(ryc. 5.14), wtedy: a

x=b-cosA,y=a cosB, v

z=c-cosB,t=0=b-cosC,

u=0=a-cosC,v=c-CosA,

skad: ¢
c=x+y=b-cosA+a-cosh,
a=z=c-cosB=c-cosB+0=c-cosB+b-cosC,
b=v=0+v=a-cosC+c-cosA.

3. Gdy trojkat ABC jest rozwartokatny o ka-

cie rozwartym przy wierzcholku C (ryc.
5.15), wowczas:

x=b-cosA, y=a-cosB,
skad:

c=x+y=b-cosA+a-cosB,zkolei zas:




V. Zwigzki miarowe w trojkacie

z=BD=ccosB,

t=CD=b-cos(180° - C)==b-cosC, wiec:
a=BD-CD=c-cosB—(=b-cosC)=c-cosB+b-cosC.I dalej:
u=CE=a-cos(180°~C)=-a-cosC i v=AE=c-cos- A, skad:
b=AE~CE=c cosA—(—a-cosC)=c-cosA+a-cosC.

Tym samym lemat zostat udowodniony. (J
Pora na zapowiedziane twierdzenie:

Twierdzenie cosinuséw (Carnota)
W kazdym trojkacie kwadrat dtugosci jednego boku rowna si¢ sumie kwadratéw diu-
gosci pozostalych bokdw zmniejszonej o podwojony iloczyn ich dtugosci i cosinusa miary
kata zawartego miedzy tymi bokami. :

Przy standardowych oznaczeniach w trojkacie ABC (ryc. 5.16) otrzymujemy réwnosci:
zy Wy 1Ka ry zymujemy

(1) @*=b*+c*=2bc - cos A,

(2) b*=c*+a*—2ca- cosB,

(3) ¢*=a*+b*-2ab - cosC.
0J Dowod. Z udowodnionego wyzej lematu
wiemy, ze:

(x)a=c-cosB+b-cosC,

(#*x)b=a-cosC+c-cosA,

(##%)c=b-cosA+a-cosB.

Wyznaczmy z rownosci (xx) cos C, a z rOwnosci (sxx) cos B:

cosC = b—cc-lcosA i cosB = C_béCOSA'

Po podstawieniu tych warto$ci do rownosci () otrzymujemy rownosc:

a=c¢

C=bocosA . b_CéCOSA, a stad rownosc:

a
a*=c*—bc-cosA+b*—bc - cosA, czyli roOwnosé:
(1)a*=b*+c*=2bc - cosA.
Podobnie dowodzimy réwnosci (2) i (3). OJ
Po przeanalizowaniu rownosci a’= b+ ¢*— 2bc cos A stwierdzamy, ze:
—kat A jest ostry wtedy i tylko wtedy, gdy a*< b+ c?
—Kkat A jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy a’*=b*+ c?;
—kat A jest rozwarty wtedy i tylko wtedy, gdy a*> b+ c”.
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Po rozwazeniu podobnej rownosci:
b*=c?+a*~2ca -cosB i c*=a*+b*—2ab - cosC
dochodzimy do nastepujacego wniosku:
Whniosek. Trojkat o bokach o dtugosci a, b, ¢ jest:
— ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a*<b*+c* i b*<c*+a’, i c*<a’+b%
— prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a’=b>+c* lub b*=c*+a’ lub c*=a’+b%
— rozwartokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a®>b*+c? lub b*> c*+a? lub ¢*>a*+b".
W przypadku, gdy ktorys z katow trojkata jest prosty, otrzymujemy twierdzenie Pitago-
rasa. Twierdzenie Pitagorasa jest wiec szczegdlnym przypadkiem twierdzenia cosinusow.
Twierdzenie cosinusow ma wiele zastosowan.

Zastosowania twierdzenia cosinusow do rozwigzywania trojkatow

Twierdzenie cosinusow stosujemy do obliczania dfugosci boku trojkata, gdy dane sa
diugosci pozostatych bokow i kat zawarty miedzy nimi, oraz do wyznaczania miar kgtow
trojkata przy danych dtugosciach jego bokow.

Przykiad 1. Oblicz dtugosé¢ boku BC tréjkata ABC, w ktorym boki AB i AC sa dtugosci od-
powiednio 2 i 4,2, a kat BAC ma 45°.
Rozwigzanie:

Z twierdzenia cosinusOw wynika:

BC*= AB*+AC*-2AB-AC" cos (<BAC) =
=22+ (4&)2— 2.2-4/2 cosd5=4+32-16/2 L=
=36 - 16 =20, skad:
BC=2/5.
Odpowiedz: Diugos¢ boku BC =2 /5.

N

Przykiad 2. Boki a, b, ¢ trojkata majg diugosci odpowiednio 2,412 /7. Wyznacz miary ka-
tow tego trojkata.
Rozwigzanie:

Po przeksztalceniu wzordw cosinusOw otrzymujemy:

2, .2 2 2 212 2 2_ 2
cosA=btc—a cta=b"  co-atb -—c

2bc , cosB= 2ca ’ 2ab ’

skad, po podstawieniu a=2,b=41c=2 /7, wynika:
5 2 1 ..
A=—=, cosB=-"" C=—=, czylize:
cos >/ 0s 77 cos 5, czylize

A=19°06, B~40°54"i C=120"
(co mozna obliczy¢ za pomocg kalkulatora).

Odpowiedz: Miary katow tego trojkata wynosza: A =~ 19°06', B =~ 40°54',C=120".
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Przykiad 3. Wyznacz dtugosci przekatnych réwnolegtoboku o bokach dtugosci4,/3i2,/3
oraz kacie miedzy nimi wynoszacym 60°.
Rozwiazanie:

Stosujgc twierdzenie cosinusdéw, obliczamy
(ryc. 5.17):

p*=a*+b*-2ab cos120°=

:(4ﬁ)2+(2ﬁ)2+2-4ﬂ-2/§-cos6o°:

:16~3+4~3+16-3-%—:48+12+24:84,

skad p=2,/21,a nastepnie:
2 2
g*=a*+b*=2ab cos60°=(4,/3) +(2/3) -2:4/3-2/3 -3 =

=48 + 12 - 24 = 36, skad:

q=06.
Odpowiedz: Przekatne tego rownolegtoboku maja dtugosci 2 /21 i 6.

Przyklad 4. Oblicz pole S trojkata, majac dane diu-
gosci a, b, ¢ jego bokow.
Rozwigzanie:

Wiemy, ze S = %—c ~h,, przy czym h_=bsina. Na

rycinie 5.18 mamy przypadek, gdy a < 90°; w przy- b
padku gdy a = 90", wtedy h,=b=b -1 =bsin90"; gdy
wreszcie @ > 90°, wtedy h_= bsin (180° - a> =bsina, a

bosin<180°—a>:sina. 4

Wobec tego pole S mozemy wyrazi¢ wzorem S = % bc - sinQ.

b +c?—a?

Poniewaz na mocy twierdzenia cosinuséw cos @ = e za§sin*a=1-cos’q,
wiec:
2 2 2 2 oV
2, 2 2 (2bc)—(b +c —a)
S b ~+c —a"\ _ _
sin“or=1- he = 5 =
(2bc)

<2bc—b2—c2+a2)<2bc +b2+ Cz—a2> B
(2bc) )

) |~ (b= 2bc +¢) |- (b7 + 26 +¢?) - o’
(2bc)
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(2bc)
_fa—b+cﬂa+b-cﬂb+c—aﬂb+c+a):
(2bcY
:(2p—2b)(2p—26)2(2p—2a) 2P = (gdzie 2p=a+b+c)
(Zbc)

:1@%p—222}bﬂp—6):G%flﬂp_axp_bﬂp—c)sm¢
(%bcsinOt)z:p(p—a>(P—b)(P_C): czyli:

Szzp(p—a)(p—b)(p—c)iostatecznieS=/p(p—a)(p—b)(p—c).
Powyzszy wzor na pole trojkata nosi nazwe wzoru Herona.

Przyktad 5. Majac dane diugosci bokéw a, b, ¢, d czworokata wpisanego w okrag, oblicz
jego pole S.
Rozwigzanie:

W czworokacie tym przeciwlegle katy uzupelniaja si¢ do kata polpelnego, wigc
A+ C=B+D=180". Po zastosowaniu twierdzenia cosinuséw do trojkatow ABD i BCD
(ryc. 5.19) otrzymujemy réwno$ci BD*=a’+d*—2ad - cosA i BD*=b*+¢*—2bc - cos C,
skad:

a’+d*—2ad-cosA=b*+c*—2bc - cos(180° — A), czyli: D

a’*+d*—2ad cosA=b*+c*+2bc- cosA, S

2(bc+ad)-cosA=a’+d*=b*~c? iostatecznie:
a’*+d*—b’—c?

A= .
o8 2(ad+bc) A
Pole S jest suma pdl rozwazanych trojkatow, wobec
czego:
s=1ad- sinA+Lbe-sin(180° - A) = 3 (ad+ be ) sin A,
Poniewaz sin® A = 1 — cos’A, wiec dalej otrzymujemy ko- B
lejnoz Ryc. 5.19.
2 2
N [f+d;_y_cjz(2@m+bQ)—(f+d?—w—cﬁ
sin"A=1- = . _
2(ad +be) (2(ad+bc))

(um+2mrwf—d2+bﬂwﬂﬂzmrrMw+akhﬁ—b2—cﬁ_

(2(ad4-bc)f
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V. Zwigzki miarowe w trojkgcie

|(b+c) ~(a=ay | |(a+ay-(b=c)]

(2(ad+ bc))2

(b+c—a+d)(b+c+a—d)(a+d—b+c)(a+d+b—c):
(2(ad+bc))2

(2p~2a)(2p—2d)(2p—2b)(2p - 2c)

= (gdzie2p=a+b+c+d)

(2(ad+bc)>2
=4 (p—a)(p—b)(p—zc)(p—d) . Wowczas:

(ad + bc)
Szzi(ad+bc)2-sinzA=i—-(ad+bc)2‘4(p_a)(p_b)<p_c><p_d), skad:

(ad + bc)2

S*=(p-a)(p-b)(p—c)(p—d) iostatecznie:

s=/(p=a)(p=b)(p-c)(p-d).

Przykliad 6°. W trojkacie ABC poprowadzono z wierz-
chotka C do boku AB odcinek CD (D € AB). Znajdz
dlugo$¢ tego odcinka, majac dane diugosci bokow
trojkata ABC oraz dlugosci odcinkéw AD i DB.
Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.20.
Z twierdzenia cosinusOw zastosowanego do trojka-
tow ADC 1 DBC wynikaja rownoSci:

(1) b2=m2+d2—2md~cosq); Ryc. 5.20.

(2)a’=n*+d*=2nd-cos(180° = @) =n’+d*+ 2nd - cos .
Pomnozywszy obie strony rownosci (1) przez n, a rownosci (2) przez m, otrzymujemy
réwnosci:

b*’n=m*n+d’n-2mnd-cos® i a*m=mn*+d*m+ 2mnd- cosQ,
ktore dodane stronami daja zwigzek:

a’m+b*n=m’n+mn’*+d*(m+n). Stad:

d* c=a*m+b*n—mnc, bo m+n=c iostatecznie:

d:/a2m+b2n—mnc
c .

Uwaga. Wykazany zwiazek d*- ¢ = a’*m + b*> n — mnc to tak zwany wzér Stewarta.
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2. Twierdzenie cosinusow (Carnota) i wnioski z tego twierdzenia

Zastosowania twierdzenia cosinusow w zadaniach na dowodzenie

Przyklad 1. Udowodnij, ze jezeli w trojkacie ABC o katach a, iy zachodzi zwiazek

% =2cosY, to trojkat ten jest rOwnoramienny.

Rozwiazanie:
W trdjkacie ABC (ryc. 5.21) z twierdzenia sinuséw otrzymujemy rownos$c¢ S sir[i B
skad:
sin@ _ a
M) ing =~ b
Za$ na mocy twierdzenia cosinusow ¢>=a*+ b*— 2ab - cos ¥, skad:

24 p2_ o2

(2) 2cosy = a___clz_[;__c__‘

Wobec rownosci (1) i (2) podany w zadaniu waru-
nek mozemy przepisaC nast¢pujaco:

a_a+b-¢c’

b ab '

Po przeksztatceniu tego zwigzku, otrzymamy ko-
lejno rOwnosci:

a*=a*+b*-c?

b2: C2,

bh=c. Ryc. 5.21.

Ostatnia rowno$¢ dowodzi tezy zadania.

Przykiad 2. Wykaz, ze jezeli w trojkacie ABC o katach o, 817 i dlugo$ciach bokow a, b i ¢
. . a 4. . . .
zachqdm zv.vw[zek Cosa " m, to trojkat ten jest rbwnoramienny.
Rozwiazanie:
Poniewaz na mocy twierdzenia cosinusow w trdjkacie ABC (ryc. 5.22):

a*=b*+c*—2bc-costt i b*=c*+a’*—2ca- cos B, wiec:

b*+cl—a?

2 2 2
_ : _cta-b
CosQ = =7 icosf=

2ca
Zatem podany w zadaniu zwigzek jest rOwnowazny
rOwnosci:

a _ b
b*+c*—a* c*ta*-bY’
2bc 2ca
a ta — kolejno rownoSciom:
2abc ___ _ ___2abc
b*+c*—a* c*+a*-b”
b*+ci—a*=c*+a*-b?
2b*=2a’,
b2:a2,

b=a.

Ostatnia rowno$¢ dowodzi tezy zadania.
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V. Zwigzki miarowe w trojkacie

Przyktad 3°. Udowodnij, ze jezeli w trojkacie ABC o katach o, B 1y zachodzi zwiazek
M =sinY, to trojkat ten jest prostokatn
cos+cosfB & L jestp amy:

Rozwigzanie:
Z twierdzenia sinusow w trojkacie ABC wynikaja
(ryc. 5.23) zwiazki:

oy A sop_ b
sin@ = 55, sin3 Fp> SInY =55,
a z twierdzenia cosinusow — zwigzki:

_b*+c*-a’ _c*+a’-b?
CosQ = =—7p——, oS B="—"4

Po podstawieniu ich do podanego w zadaniu warunku
otrzymujemy rOwnosc:

a . b
2R " 2R _c
br+ct—a* | c*+ad*-b* 2R Ryc. 5.23.

2bc + 2ca

ktora jest rownowazna kolejno rownoSciom:

a+b —

a<b2+cz—a2>+b<cz+a2—b2) ’
2abc

2abc (a+b) .

a(b’+c*=a’)+b(c*+a>~b?)
a(b’+c=a’)+b(c*+a’~b*)=2ab(a+b),
ab*+ac*—a*+bc*+a*b—b=2ab(a+b),
ab(a+b)+c*(a+b)-(a’+b*)=2ab(a+b),
c*(a+b)~(a+b)(a’~ab+b*)=ab(a+b),
*~(a’=ab+b*)=ab,

- (a2+b2> +ab = ab,

c’=a’+b’

Ostatnia rowno$¢ dowodzi tezy zadania.

Przyklad 4. Udowodnij, ze w kazdym rownole-
globoku suma kwadratow diugosci przekatnych
réwna jest sumie kwadratow dtugosci wszystkich
jego bokow.
Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.24.
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2. Twierdzenie cosinusow (Carnota) i wnioski z tego twierdzenia

Po zastosowaniu twierdzenia cosinusoéw do trojkatow ABD i ABC otrzymujemy rOWnNosci:
(1) p*=a’+b*—2ab - cosa,
(2)g’=a*+b*=2ab-cos f=a’+b*~2ab-cos(180° —a)=a’+b*+2ab - cosq,
"~ bo a+B=180° oraz cos(180° —ar)=—cosa.
Zatem p*+g°=2 <a2+ b2>.
Przyklad 57°. Wykaz, ze w kazdym czworokacie wpisa-
nym w okrag iloczyn diugosci przekatnych rowny jest su-
mie iloczynow dtugosci przeciwlegtych bokow.
Rozwigzanie:
Niech ABCD bedzie czworokatem wpisanym w okrag.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.25.
Widzimy teraz, ze nalezy udowodni¢ rownosc:
pq =ac+bd.
Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wiec:
a+y=B+5=180"
Z twierdzenia cosinusOw zastosowanego do trojka-
tow ABC 1 ACD otrzymujemy zwigzki:
(1) p*=a’*+b*—2ab - cos f,
(2)p*=c*+d*=2cd - cosd = c*+d*—2cd - cos(180° - B) =
=c’+d*+2cd - cos B.
Mnozac réwnos¢ (1) obustronnie przez cd, za§ réwnos¢ (2) przez ab, otrzymujemy
rOwnosci:
(3) cdp*=a*cd + b* cd — 2abcd - cos B,
(4) abp®= abc* + abd* + 2abcd - cos 3,
ktore dodane stronami dajg rownosc:
(ab+cd) p*=a’cd+b*cd+ abe’ + abd* =

=<a2cd+ abc2> + (abd2+ b2ca’> =
=ac(ad +bc) +bd (ad + bc) =
=(ad+bc)(ac+bd).

Stad wynika, ze:

ad+bc)(ac+bd
() p*= : ab)-i-(cd :
Po zastosowaniu twierdzenia cosinusow do trojkatow ABD i BCD otrzymujemy rownosci:
(5)g*=a*+d*-2ad - cosa,
(6)g*=b*+c*=2bc-cosy =b*+c’—2bc - cos(180° —a) =b*+c*+ 2bc - cosa,

a z nich, po pomnozeniu ich obu stron odpowiednio przez bc i ad — rOwnosci:
pop p p
beq*=a* be + bed® — 2abed - cos Q,
adq*=ab*d + ac*d + 2abcd - cos Q,
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V. Zwigzki miarowe w trojkacie

ktére po dodaniu stronami daja rownosc:

(ad+bc)g*=a’be +bed* +ab*d+ac’d =
:(azbc+ab2d)+<bcd2+aczd>:
=ab(ac+bd)+cd(ac+bd)=

=(ac+bd)(ab+cd).

Stad wynika, ze:

(**)qzz(ac+iill)lez+cd)

Gdy pomnozymy roéwnosci (*) i (##) stronami, otrzymujemy:
, , (ad+bc)(ac+bd) (ac+bd)(ab+cd)

pa= ab +cd ‘ ad + bc ’

czyli ( pg )2 =(ac+bd )2 i 1oOwno$¢ pqg = ac + bd, ktora nalezato udowodnic.

Uwaga. Trescig ostatniego przyktadu jest twierdzenie, zwane twierdzeniem Ptolemeusza.

=

3;;;\%‘ Pytania i zadania

1.
2.

Podaj twierdzenie cosinusow.

Kiedy trojkat o bokach o dtugosci a, b i ¢ jest:

a) ostrokatny, b) prostokatny,  c) rozwartokatny?

Oblicz diugos¢ boku BC trojkata ABC, w ktorym: AB = 4, AC = 6, <BAC = 120"
Wyznacz katy trojkata majacego boki o diugosci:

a)2./3,3,/213-3/3; b)2/2,/6 i /2.

Wyznacz diugosci srodkowych trdjkata o bokach o dtugoscia, bic.

W trojkacie ABC dane sg dtugosci bokéw: AB =4, AC = 61 BC = 8. Oblicz dlugosci od-
cinkow, na jakie dzieli bok BC wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka C.

Podstawy trapezu rownoramiennego maja diugosci a i b, a jego przekatna — dltugosc d.
Wyznacz cosinus kata migdzy przekatnymi tego trapezu.

Bok rombu ma diugos¢ a, a kat ostry tego rombu ma 30°. Oblicz dlugos¢ odcinka faczg-

cego wierzchofek rombu z punktem przeciwlegtego boku, dzielacego ten bok w stosun-
ku 1:2.

. W czworokacie wypuktym ABCD dane sa dtugosci jego bokow i miara kata A. Wyznacz

miary pozostalych katow tego czworokata.

10. Oblicz pole czworokata wypuklego, majac dane jego boki a, b, ¢, d oraz kat ¢ zawarty

miedzy przekatnymi tego czworokata.

11. Oblicz pole czworokata wypuktego, majac dane dtugosci d, i d, jego przekatnych

oraz kat ¢ zawarty miedzy tymi przekatnymi.

12"". Réwnoleglobok zawiera kolo o promieniu r i zawarty jest w kole o promieniu R.

Udowodnij, ze £ > /2.

13". Udowodnij, ze jezeli dlugosci a, b, ¢ bokdéw trojkata spelniaja warunek
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1. Pojgcie wektora. Wektor swobodny. Dodawanie i odejmowanie wektorow

VI. Wektory

1. Pojecie wektora. Wektor swobodny. Dodawanie i odejmowanie
wektorow

Pojecie wektora nalezy do najwazniejszych poje¢ w naukach Scistych, na przyktad w ma-
tematyce, a zwlaszcza w geometrii, stuzy do opisu wielu przeksztatcen. Pojecie wektora wy-
korzystujemy tez w zyciu codziennym. Czgsto patrzymy na mapy Polski, Europy czy calego
Swiata, aby wyznaczy¢ na przyktad rozne trasy podrozy. Jesli chcemy wskazac droge od jed-
nego punktu do drugiego, nie wystarczy podanie tych punktow. Trzeba jeszcze ktoryS z nich
wyrdznic jako pierwszy (poczatek trasy), wtedy niewyrézniony punkt bedzie drugi (koniec
trasy). Mowimy wowczas, ze uporzadkowaliSmy te par¢ punktow.

Uporzadkowang parg punktow nazywamy wektorem. Pierwszy z tych punktow jest poczat-

kiem, a drugi koficem wektora. Wektor o poczatku w punkcie A i koficu w punkcie B ozna-
—

czamy symbolem AB. Wektor ten jest takze nazywany wektorem zwigzanym.

Wektory oznzﬁz)aé tez bedziemy jedng mafg literg ze strzatka, na przyktad: Z, W

O wektorze AB mowimy, ze b

jest zaczepiony w punkcie A. B \
Graficznie wektor przedstawia- y / C
my za pomocag strzatki (ryc. 6.1).

Odlegtosé punktow A i B na- v, /’
zywamy dlugoScia wektora AB

' AB| Ryc. 6.1
1 0znaczamy przez |AB. yc. 6.1.

T

Wektor, ktorego Eoczqtek i koniec si¢ pokrywaja, nazywamy wektorem zerowym i ozna-
czamy symbolem 0.

Gdy punkt}ié i B si¢ nie pokrywaja, wyznaczaja jedﬂ prosta [ (ryc. 6.2). Moéwimy wte-
dy, ze wektor AB jest rownolegly do prostej I. Wektor AB jest takze réwnolegly do kazdej
prostej rownoleglej do prostej AB (ryc. 6.3).

Ryc. 6.2. Ryc. 6.3.
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VI. Wektory

\ Dwa wektory niezerowe nazywamy réwnoleglymi, gdy proste wyznaczone przez te wekto-
O | ry sg rownolegle. O takich wektorach mowimy, ze majg ten sam kierunek (ryc. 6.4).

Wektor zerowy nie ma kierunku.

Dwa wektory rownolegte mogg by¢ zgodnie albo_Przic)iwnie skierowane.
Rozwazmy dwa niezerowe wektory rownolegte AB i CD takie, ze proste AB 1 CD sa roz-
taczne, i poprowadzmy jeszcze proste AC'i BD (ryc. 6.516.6).

A\ ‘é > "B

Ryc. 6.5. Ryc. 6.6.

\O Mowimy, ze wektory ABiCD maja zwroty:
—zgodne, gdy odcinek BD nie przecina odcinka AC;
— przeciwne, gdy odcinek BD przecina odcinek AC.

Jesli za$ proste AB i CD si¢ pokrywaja (ryc. 6.716.8),

A B

Ryc. 6.7. Ryc. 6.8.

—_—  —

wowczas wektory AB 1 CD maja zwroty: . _

—zgodne, gdy jedna z poiprostych AB i SD za_v)viera sie¢ w drugiej;

— przeciwne, gdy zadna z potprostych AB i CD  nie zawiera si¢ w drugie;j.
Mozemy teraz okresli¢ rownos¢ wektorow.
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1. Pojecie wektora. Wektor swobodny. Dodawanie i odejmowanie wektorow

Dwa wektory uiv sa rowne, gdy maja ten sam kierunek, rowne diugosci i zgodne zwroty,

€O zapisujemy:
> o
u=v.

Przyjmujemy ponadto, ze kazde dwa wektory zerowe sg rowne.

Dwa wektory uiv nazywamy wektorami przeciwnymi, gdy majg ten sam kierunek, rowne
diugosci i przeciwne zwroty, co zapisujemy:

- ->
u=-

Przyklad 1. Wektory ABiBA sa przeciwne (ryc. 6.9).

Ryc. 6.9.

Przyklad 2. W rownolegloboku ABCD (ryc. 6.10) wektorami rownyml sa wektory ABiD ?,
BAlCD ADiBC oraz DAlCB za$ przeciwnymi — wektory: AB 1CD BAlDC, AD1CB oraz
DAiBC.

Ryc. 6.10.

Wektory rowne moga miec€ roézne poczatki. Majac dany wektor ZE, mozemy w kazdym
punkcie zaczepi¢ wektor jemu réwny (ryc. 6.11).

///
/

Ryc. 6.11.

Nie ma potrzeby rozr6znia¢ wektoréw rownych. Kazdy z nich mozemy bowiem trakto-
wac jako reprezentanta zbioru wszystkich wektoréw jemu réwnych.
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@) ,._/

Zbior wszystkich wektorow o danej dlugosci, ustalonym kierunku i zwrocie (a wigc
wektorow rownych) nazywamy wektorem swobodnym.

Wektor (swobodny) bedacy zbiorem wszystkich wektoréw rownych danemu wektorowi
zwigzanemu W bedziemy oznaczac takze symbolem wi graficznie przedstawiac strzatka (ryc.
6.12). Tak wigc kazdy wektor zwiazany wyznacza pewien (i tylko jeden) wektor swobodny.

Ryc. 6.12.

O

{Dwa wektory swobodne wiw sa rowne, jesli wektory zwigzane, ktore je reprezentuja, sq]
rowne.

Przyjmijmy w dalszych rozwazaniach, ze stowo wektor bedzie oznaczato wektor swobodny.

Sprobujmy teraz okresli¢ sume i roznicg wektoréw. Niech bedg dane niezerowe wek-
R
toryu1v.

S

o) u+v
Ryc. 6.13.

Suma wektorow wiv nazywamy wektor okreslony nast¢pujaco: dowolny punkt O
plaszczyzny obieramy jako poczatek wektora Z, a koniec tego wektora za poczatek wekto-
ra v. Wektor, ktorego poczatek znajduje si¢ w punkcie O, a konicem jest koniec wektora v,
nazywamy sumag wektorow 111 v i oznaczamy przez U+ (ryc. 6.13).

C)/

Mozna udowodnié, iz powyzsze okreslenie sumy nie zalezy od wyboru punktu O, to
znaczy, ze jeSli obierzemy dowolny punkt O, wtedy otrzymane sumy wektorow beda wek-
torami rownymi.
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1. Pojecie wektora. Wektor swobodny. Dodawanie i odejmowanie wektorow

Przyklad 3 J ezeh dane sa trzy dowolne punkty P, Q iR, to wektor PR nazywamy suma
wektorow PQ i QR o zapisujemy: PR = PQ + QR (ryc. 6.14).

Q

Ryc. 6.14.

Podobnie: FQ) :FﬁJrEQ), @% = @3+ﬁ2

Le L > . o . -> . 4 . \j)
Réznicg wektoréw u i v nazywamy sume¢ wektorow u i —v (wektora przeciwnego do Y
wektora V), co zapisujemy # — V (ryc. 6.15).

=
=]

Przyklad 4. Jezeli dane sa trzy de dowolne punkty P, QO 1R, to wektor QR jest roznica wekto-
row PR PQ, CO zapisujemy: QR PR - PQ (ryc. 6.16).

Ryc. 6.16.
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Przyklad 5. Dany ]est kwadrat ABCD Wykresl wektor rowny sumie wektorow:

a)ABlBC b)ABlAC c)ABlDC d)AC'lBD e)AD1CB
Rozwxqzame

a) AB + BC AC

b) AB + AC = AF, bo AC = BF;

c)AB+DC AG, bo BG=DC;

d) AC+BD AE bo CE = BD

e)AD+CB () bo AD=—CB.

Rozwiazanie w formie graficznej przedstawia rycina 6.17.

F
A AB + DC G
Ryc. 6.17.

Dodawanie wektorow jest przemienne i faczne, co wynika z nast¢pujacego twierdzenia:

Twierdzenie
o =) L i
Dla dowolnych wektorow u, v i w zachodza rownosci:
T S . .
l.u+v=v+u (przemiennos¢),
> o > o > o o
2. +V)+w=u+G+w) (tacznosc),
a ponadto:
50
3.u+0=u, .
> -
4.u+(-u)=0.

\.

J

(J Dowdd. Dla dowodu przemiennos$ci dodawania wektorow wystarczy posiuzyc su; row-
nolegtobokiem. WykreSlajac rownolegiobok ABCD, przyjmijmy, ze AB = u BC="v (ryc.
6.18).

<l
2\
<l
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1. Pojecie wektora. Wektor swobodny. Dodawanie i odejmowanie wektorow

Wowczas z definicji sumy wektorow i wlasnosci rownolegtoboku wynika, ze:
AC=AB+BC=u+v i AC=AD+DC=v+u, skad #+v="+1.

Dowdd 1acznodci dodawania wektoro Jrzeprowadmmy, obierajac dowolne cztery
punkty A, B, CiD i przyjmujac, ze AB = u BC=v,CD=w(ryc. 6.19).

D
/\
1
D :
N . -
7 Xk /\x : X
¢ / x T?:
NS + 1
fa
1
Ad-----======= =~ el >
u+v |
:
i | 5
1
1
B
Ryc. 6.19.

Wowczas na podstawie definicji sumy wektorow otrzymujemy:
_— = _ —> R ->
AD=AC+CD=(AB+BC)+CD=+v) +w,

e e ey ey > R
AD=AB+BD=AB+(BC+CD) = i+ (v+w) skad:

-

G+ +w=u+G+w). O

Dowody réwnosci 3. i 4. przeprowadz samodzielnie.

Pytania i zadania \';%\%
=

Co to jest wektor?

Wyjasnij pojecia: kierunek wektora, dlugos¢ wektora, zwrot wektora, rownosS¢ wektorow.

Co to jest wektor swobodny?

Podaj okreslenie: sumy wektorow, roznicy wektorow.

Jakie wtasnoSci ma dodawanie wektorow?

Wskaz wszystkie wektory wyznaczone przez wierzchofki:

AN e

a) trojkata, b) prostokata, c¢) rombu, d) trapezu.
7. W kazdej z wymienionych w zadaniu 6. figur wskaz pary wektorow:
a) rownych,  b) przeciwnych (o ile takie pary istnieja).

8. Majac dane dwa wektory, zbuduj ich sume, roznice i polowe sumy.
9. Dany wektor przedstaw jako sumg albo roznice danych wektorow.
10. Dane sq punkty A, B, C, D. Przedstaw graﬁczme wektor AD ]ako sume¢ wektorow:

a)ABiBD;, b)ACiCD; ¢)AB,BCiCD; d)AC,CBiBD.
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VI. Wektory

11. Dane sg wektory 2, B, c. Zbuduj wektor W taki, ze:

a)fv:a—z+z; b)v_L:Z;wLB—Z; c)fvza—g—z.

12. Dﬂly jest kwadrat ABCD o boku diugosci 2. Wyznacz dtugosci wektorow: E, B_C)', AC
i BA.

13. Bok trdjkata rownobocznego ABC mﬂlu&éé 4, ] natomiast punkt D jest Srodkiem bo-
ku AB. Wyznacz diugosci wektorow: BC, CD 1 AD.

* 7z P . - Z Z M
14". Sprawdz, czy dla dowolnych wektorow wiv zachodzg rownosci:
B A T > - -

N
- — -
a)u+\)2u:u42-v; b)u+v:v42ruzv_

15". Wykaz, ze dla dowolnych wektorow uiv zachodza nierOwnoSci:
R - - - > >
a)|u+v| lul+ 9 b)|u—v’ lul+1v1.

16. Wektory AB=ai AL b s3 kole]_yml bokami szeSciokata foremnego ABCDEF. Wy-
znacz wektory AC, AD, AE BC, BD, CF w zaleznoSci od wektorow aib.

17. Wektory a, b, ¢ sa bokami trojkata. Wyznacz srodkowe tego trojkata w zaleznosci od
wektorow a, b, c.
18". W prostopadioscianie poprowadzono z danego wierzchotka A przekatne AK, APi AL

$cian oraz przekatng AM prostopadtosScianu. Udowodnij, ze AK + AP+ AL = 2AM.

2. lloczyn wektora i liczhy

. > : L R T
Majac wektor u, potrafimy wykresli¢ wektory u +u, u+u+u, u+u+u+u(ryc. 6.20).

1=l

[\
S
w
N
o~
T

e e e o - fp>

Ryc. 6.20.

Widzimy, ze kazdy v/ tych wektorow ]est rownolegly do wektora u i ma zwrot z nim

14| [
GdybySmy natomiast narysowali wektory: “u- u - ; —Z ; —~u u(ryc 6.21),

zauwazymy, ze kazdy z nich jest takze réwnolegly do wektora u ma dtugos¢ rowna odpo-
ulialu | ale zwrot przeciwny do zwrotu wektora "

zgodny,

\m

Ryc. 6.21.

Wektory 22, 3;, 4;, —2:1, —3;, —4; nazywamy iloczynami wektora :t i — odpowiednio
—liczby: 2, 3,4,-2,-3i-4.
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2. lloczyn wektora i liczby

Podobnie okreslamy iloczyn wektora ui innych liczb catkowitych, przy czym iloczyn ten
mozna tez uogodlnié na iloczyn wektora i dowolnej liczby rzeczywiste;.
Dlatego przyjmiemy nastepujaca definicje iloczynu wektora i liczby rzeczywistej:

Iloczynem wektora niezeroweigo wi liczby rzeczywistejﬁa # 0 nazywamy wektor, ktory:
— jest rownolegty do Wektora u (ma kierunek wektora u),
—ma dlugos¢ réwna lal-
— ma zwrot zgodny ze zwrotem wektora u gdy a > 0, za$ przeciwny, gdy a < 0. R
Jesliu jest wektorem zerowym lub a = 0, to przyjmujemy, ze iloczyn wektora u i liczby

a jest wektorem zerowym.
\.

(" )

J/

Zdefiniowany iloczyn oznaczamy przez att. Zamiast a piszemy takze ua.
Gdy srodkiem odcinka AB jest punkt S, to (ryc. 6.22):

A S B
Ryc. 6.22.
— — —_— — —>
AB=2AS=2S8B, AS=+ AB BS-——AB.

2 2
Gdyw= a;, to liczbe @ nazywamy miarg wektora W wzgledem wektora 1.
>

Majac dany wektor u i liczbe a # 0, illoczyn ail konstruujemy nastgpujaco:

)

przez dowolny punkt P ptaszczyzny pro- u

wadzimy polprosta Pl o zwrocie zgodnym /ﬂ >

ze zwrotem wektora ;, gdy a>0, za$ M/ﬂ/
przeciwnym, gdy a<0 (ryc. 6.23 et

6.24), po czym na tej potprostej odkla- /7 @<V

damy od punktu P odcmek PQ o dtugosci N
rownejlal- ||, Wektor PQ jest szukanym /
iloczynem wektora u i liczby a: au.

201

C)/



VI. Wektory

Podamy teraz w postaci twierdzen podstawowe wtasnosci iloczynu wektora i liczby.

Twierdzenie 1.

Wektory mezerowe wiv sg rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba a # 0 ta-
ka, ze (x) v=an.

0O Dowad. Jezeli Wektory; iv spelniaja dla pewnego a # 0 rownos¢ (=), to sa oczywiscie
rownolegte (na mocy definicji) (ryc. 6.25).

=\

S
[

<\
\\
i
Sy

Ryc. 6.25.

5> >
Zal(’)imy teraz, ze wektory u i v sg rownolegte. Jezeli maja one ten sam zwrot, to przyj-

mujac a = ﬂ otrzymamy rownos¢ ME

Il
lul
> : - .

Gdy wektory u 1 v maja zwroty przeciwne, wystarczy przyja¢ a = —% 1tez otrzymamy
rOoWnos¢ (). u

Tym samym dowdd twierdzenia 1. jest zakonczony. U

Z twierdzenia tego wynikajg nast¢pujace wnioski:
Whiosek 1. Punkt P lezy na prostej AB (ryc. 6.26) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
liczba a, ze AP=a-AB.

> >
iliczby oznacza, ze wektor v jest iloczynem wektora u i liczby a =

® ®
A B
Ryc. 6.26.

e

Whiosek 2. Punkt P lezy na polprostej o poczatku A i przechodzqcej przez punkt B (ryc.
6.27) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba a,ze a > 0 i AP=a - AB.

A B P
Ryc. 6.27.
Whiosek 3. Punkt P lezy na poiprostej dopetniajacej do i)_(;)lprost_ej, o ktérej mowa we
wniosku 2. (ryc. 6.28), gdy istnieje liczba a taka, ze a < 0i AP =a- AB.

P A B
Ryc. 6.28.
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2. lloczyn wektora i liczby

Whiosek 4. Punkt P naleﬂ do odcinka AB (ryc. 6.29) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje licz-
baataka,ze0<a<1liAP=a-AB.

Ne

A P
Ryc. 6.29.

Kolejne twierdzenia ustalajg prawo lacznoSci mnozenia przez liczbe i prawa
rozdzielno§ci mnozenia (przez liczbg) wzgledem dodawania (wektoréw lub liczb).

Twierdzenie 2.

Dla dowolnego wektora widla dowolnych liczb a i b zachodzi rownosc¢:

albn) = (ab)u.

Twierdzenie 3.

> o
Dla dowolnych wektoréw u i v i dowolnej liczby a zachodzi réwnos¢:

5> > > >
a<u+v>=au+av.

Twierdzenie 4.

Dla dowolnych liczb a i b i dowolnego wektora i zachodzi rownosé:

(a+b)Z:aZ¢+bZ¢.

Dowody tych twierdzef przeprowadz samodzielnie.

Pytania i zadania

1. Podaj definicj¢ iloczynu wektora i liczby. Jakie podstawowe wlasnoéci ma ten iloczyn?
2. Dany jest wektor u. Wykresl wektory:

1> 3~ > >
a) > U b) 5 U c) 4u; d) 5 u.

[NSIES

3. Majac dany wektor Z, wykresl wektory:
)2, b3 O (/2+/3)u;  d)-2/2u+3/3u

4. Wykonaj dzialania:

a)2(u+v)+30-0); byu+aG+u)-2li-3G-0l
5. Dany jest kwadrat ABCD o boku diugosci 1. Wykres] wektory:
a) 2@; b) —2%; C) %—B—D), d) 2BC + E; e) % AC - —é—ﬁ)

6. Wykaz twierdzenie 2.
. Wykaz twierdzenie 3.
8. Wykaz twierdzenie 4.

~J
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VI. Wektory

9. Srodki A', B!, C'bokéw trojkata ABC potaczono z dowolnym punktem O. Udowodnij, ze
OA+0B +0C=0A"+ 0B + OC.

10. Dany jest prostokqt ABCD Srodkam1 bokow CD i BC sg odpow1edn10 punkty M i N.
Wladomo e AB = 3p, AD = 4q Wyznacz wektory AM AN i MN w zaleznosci od wek-
torow p i q

11. W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczng AD kata A. Wyznacz wektor AD
w zaleznosci od wektorow AB i Zg

12°. Dane sq | niezerowe wektory OA OB OC=0A + OB 0D =0C + OB przy czym

|OB| = |OC | |OD| Wyznacz miar¢ kata AOB.

13". Punkty K i L sa Srodkami bokéw AB i CD czworokata ABCD. Udowodnij, ze

—= /= =
KL= (AD+BC)
14°. Na ptaszczyznie danych jest pie¢ punktow: A, B, C, D i E. Niech P bt;dme srodkiem odcin-

ka taczacego srodki odcinkow AB 1 CD. Wykaz, ze EP= % (EA+EB+EC+ED).

3. Zastosowanie wektorow do dowodzenia w geometrii

Podamy tutaj przykiady zastosowania wektorow do dowodzenia pewnych faktow geo-
metrycznych z pozoru niemajacych nic wspdlnego z dzialaniami na wektorach.

Przyklad 1. Udowodnij, ze czworokat, w ktorym przekatne potowia sig, jest rownolegto-
bokiem.

. ) D C

Rozwigzanie:

Niech ABCD bedzie czworokatem, ktorego
przekatne AC'i BD przecinaja su‘:; w punkme Oi po- o
towia si¢ (ryc. 6.30). Wowczas AO=0CiDO =OB.

Zatem:

—_ s s ) = — —

AB=AO+OB=0C+ DO =DO+0C=DC, A B

— — Ryc. 6.30.
czyli AB=DC.

Z rownosci tej wnosimy, ze boki AB 1 DC tego czworokata sa rOwnolegte i rownej dtugo-
Sci. Czworokat ten jest wiec rownolegtobokiem.

Przyklad 2. Wykaz, ze odcinek faczacy Srodki dwoch bokow dowolnego tréjkata jest row-
nolegly do boku trzeciego i réwny jego polowie. C
Rozwigzanie:

Niech ABC bedzie dowolnym trojkatem, zas D i E Srodkami je-
go bokow — odpowiednio AC i BC (ryc. 6.31). Wowczas zachodza

. L. D E
rownosci:
= =2 1= =2 =3 153
AD—DC—jAC, CE—EB—Q B.
Zatem: A B
D—E):D_C)‘FCTE):%R-F%C_B):%(A—C)"%C—'B)):%E,CUH Ryc. 6.31.

DE = %ZE, skad wynika, ze wektory DE i AB sa rOwnolegte oraz dlugos¢ wektora DE
jest pofowg dtugosci wektora AB. Dowodzi to oczywiScie tezy zadania.
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3. Zastosowanie wektorow do dowodzenia w geometrii

Przyklad 3. Dany jest odcinek AB oraz taki jego punkt C, P
ze AC:CB = a:b (ryc. 6.32). Udowodnij, ze dla dowolnego
punktu P plaszczyzny zachodzi réwnosc:

PC=—L_.pA+ 2 _ppg
a+b at+b
Rozwiazanie:
Z. zatozenia wynika, ze: A C B
(x) b-AC=a-CB. Ryc. 6.32.

Eniewa_i) wektory ACiCB sa rOwnolegte i majg zgodne zwroty, zatem takze wektory
b-AC ia-CB sa rownolegle i maja zgodne zwroty, poniewaz liczby a i b sg jednakowego
znaku. Wobec tego, a takze na mocy rOwnosci (), otrzymujemy rownos¢:

b-AC=a-CB.
Ponadto zachodza rownosci:
PG~ PR+ AC,
et g -_— . . . . . . .
PC = PB + BC, skad mnozac obie strony rownosci odpowiednio przez b i a, otrzymuje-
my rOwnos¢:

— —> —
b-PC=b-PA+b-AC,

— — —
a - PC=a PB+a-BC.
Po dodaniu ostatnich dwoch rownoSci stronami otrzymujemy:

—_— s e e ey
(a+b)PC=b-PA+b-AC+a-PB+a-BC, skad:
—— — — — —
(a+b)PC=<b-PA+b-PB>+b-AC+a-BC=
ey e oy —_—
=(b-PA+a-PB)+a-CB+a-BC=
:b-}ﬁ+a-1TB)+a<@+ﬁ)=
>

:b-P_fi+a-}T)B+a~0=b-ﬁ+a~fTB), czyli:

(a+b)ﬁ,’)= b-PA+a-PB i ostatecznie:

PC=—b _Pi+ 9 pp
a+b a+b

Przykiad 4°. Na plaszczyznie dane sg punkty A, B, C, D, O, przy czym zadne trzy sposrod
tych punktow A, B, C, D nie lezg na jednej p_rcgstej;) Udo_w)odn_ij,) ze czworokat ABCD jest
rownolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy OA + OC = OB + OD.
Rozwigzanie:

Z warunkow zadania wynika, ze punkty A, B, C, D sa wierzchotkami czworokata. Teraz
wystarczy zauwazyc, ze:

OA+0C=0B+0D « OA-OB=0D-0C

N 5Zt§5i§3+66 — BO+0A=CO+0D « BA=CD,
za$ rOwWnoS¢ BA = CD zachodzi w czworokacie ABCD wtedy i tylko wtedy, gdy jest on row-
nolegtobokiem.
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VI. Wektory

Przykiad 5°. Udowodnij, ze odcinek faczacy Srodki bokéw nierdwnoleglych trapezu jest
rownolegly do jego podstaw oraz ma dtugos$¢ réwna Sredniej arytmetycznej diugosci tych
podstaw. D C
Rozwigzanie:

Niech ABCD bedzie trapezem, w ktoérym pod-
stawami sg boki AB i CD, za$ Srodkami bokow nie-
rownoleglych AD i BC s3 odpowiednio punkty P
10 (ryc. 6.33). Wowczas otrzymujemy rOwnosci:

—_— — = —
PO =PA+AB+ BQ, 4 B
— e e
PQ=PD+DC+ CQ, Ryc. 6.33.
ktére dodane stronami prowadza do rownosci:
- —_  —
(+)2P0=(PA+PD)+ (A +DC )+ (BO +C0),

Ale PA + PD=0i BO+CQ = 6, wiec rownos¢ (+) jest rtOwnowazna rOwnosci:
(++) 2P0 = AB + DC.

Wektory ABiDC sa rownolegle i maja zgodne zwroty, zatem istnieje taka liczba dodat-
nia a, ze AB=a-DC. Stqd a takie z rO6wnosci (xx), wynika réwnoéé

2PQ a-DC+DC = (a +1) DC czyli rownos¢: PQ > (a +1) DC ktora dowodzi row-
nolegtosci wektorow PQ iDC.

Ponadto zachodzi tez réwnolegto$¢ wektorow PQ i AB oraz rownosé:

2 iPQ‘ = |AB + DC| = |AB| |DC| i ostatecznie rOWnosc:

| pQ‘ (4Bl + | D), ktora koficzy dowdd tezy zadania.
Przykiad 6. Wykaz, ze ze Srodkowych trojkata mozna zbudowac trdjkat.
Rozwigzanie:

Przy oznaczeniach jak na rycinie 6.34 mamy rownosci:

Z trzech wektordw, z ktorych kazde dwa sg nie-
rownolegte, mozna zbudowac trojkat, jesli ich suma
jest wektorem zerowym. P Poniewaz kazde dwa spo-
srod wektorow m , m, i m sa nierownolegte, a po-
nadto:

moamtm=ctiata+ribrb+ie=3(a+h+¢)=2.0=0, (boa+b+c=0)
b 2 2 272 2 ’ ’
e
wiec z wektorow m , m, i m_mozna zbudowac trojkat.
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4. lloczyn skalarny wektorow i jego wtasnosci

Pytania i zadania R’?’:‘%

1. Udowodnij, ze Srodki kolejnych bokéw dowolnego czworokata sg wierzchotkami row-
nolegioboku.

2. Udowodnij, ze Srodkowe w trojkacie dziela si¢ w stosunku 2:1.

3. Wykaz, ze w czworokacie, ktory nie jest trapezem, Srodki przekatnych i srodki dwoch
przeciwlegtych bokow sa wierzchotkami rownolegtoboku.

4. Udowodmj, ze Jezell punkt 0 jCSt srodkiem szeSciokata foremnego ABCDEF, to
OA + OB +OC + 0D + OF + OF = 0.

5. Wykaz, ze czworokat jest trapezem wtedy i tylko wtedy, gdy $rodki jego przekatnych
1 §rodki jednej z par jego przeciwleglych bokow leza na jednej proste;j.

6. W pieciokacie wypuklym ABCDE §rodkami bokéw AB, BC, CD i DE sa odpowiednio punk-

ty P, O, RiS, a Srodkami odcinkéw PR i QS — punkty X i Y. Udowodnij, ze XY = TE

4
4. lloczyn skalarny wektorow i jego wiasnosci

Okreslimy teraz dzialanie na wektorach, ktorego wynikiem nie bgdzie wektor (jak to
dotad bywalo), a... liczba. Przedtem jednak wprowadzimy pojecie kata dwoch wektorow,
ktore bedziemy wykorzystywaé w naszych rozwazaniach.

o1

Katem wektorow wiv nazywamy kﬁt vapukly AOB, gdzie OA = Zl, OB ="y (ryc. 6.3516.36).
Kat ten oznaczamy symbolem <\u;v ).

\ B\Q—A
u
-——————— i

o A
Ryc. 6.35. Ryc. 6.36.

Na przyktad w trdjkacie réwnobocznym ABC ¢
(ryc. 6.37):

<(AB;AC) = 60",

<(AB;BC) = 120",

60° A\120°

A oto zapowiedziana definicja nowego dziatania na A "B

wektorach, zwanego iloczynem skalarnym wektorow: Ryc. 6.37.

n
Iloczynem skalarnym wektorow niezerowych wiv nazywamy liczbe rowna iloczynowi ich ;))
dlugosci i cosinusa kata tych wektorow.
Jezeli ktorys z wektorow i v jest wektorem zerowym, to ich iloczyn skalarny jest liczba 0.

> > > >

Iloczyn skalarny wektoréw u i v oznacza si¢ symbolem u © v.
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VI. Wektory

>

T R S S 5> o e > > Lo 2 >
Zatem jesli u#0 1 v#0, touov:|u|~|v|-cos<i(u;v). Gdy za§ u=0 lub v=0, to
i
ue-v=0.

Przyklad 1. Oblicz iloczyn skalarny wektorow wiv takich, ze lu | |=2 l 3, < (u v) 45°.

Rozwigzanie:
Zgodnie z definicja iloczynu skalarnego wektorow otrzymujemy:
;°;:|;|-|;|-cos<(z;;>=2~3~cos45°=2~3~@:3ﬂ.

Przyklad 2. Dany jest trojkat rownoboczny ABC o boku dlugosci 1. c

Oblicz AB - BC (ryc. 6.38). *
Rozwigzanie:
Z. tredci przyktadu wynika, ze:
|4Bl=1BC1=11i «(4B:BC) = 120".

Zatem: “ /l
R A B
AB-BC=1-1"cos 120° = cos (180° = 60°) =—c0s 60° =— 1. Ryc. 6.38.

2
Przykiad 3. Dany jest kwadrat ABCD o boku dlugosa 2. Przekqtne tego kwadratu przec1-

naja sie w punkcie O (ryc. 6.39). Oblicz AB - AO AB - DC AB - AD AB - BD AD - CB.
Rozwigzanie:

PoniewaZlE|:|l_)—8|:|ﬁ)l=|a§|:2, D ¢
‘ZB‘Z =2 /2 oraz:
<(TB;28):45°,<(Z§;D_C’)):O°, ()

— — —_— —
«(AB:AD) =90°, <« (AB: BD) = 135",

S 4 B
<(AD: CB) = 180°, wiec: Ryc. 6.39.

AB-AO=2-/2 cos45°=2-/2- 2,

Mlb

—_—
AB-DC=2-2-cos0°=2-2-1=4,

—_— —
AB-AD=2-2-c0s90°=2-2-0=0,

l\)‘b

Eoﬁ):zaﬂ-cosm":zz/z”-(—

=

AD+CB=2-2-cos180°=2-2 (-1 =—4,

Powyzszy przyktad pokazuje, ze iloczyn skalarny wektoréw moze by¢ liczbg dodatnia,
ujemng lub zerem. Z okreslenia kata dwoch wektorow i iloczynu skalarnego wektorow
wynika bowiem nastg¢pujacy wniosek:

Whiosek. Iloczyn skalarny wektoréw niezerowych wiv jest:

— dodatni, gdy kat tych wektorow ma miar¢ z przedziatu (0 ° 90 )

- zerem, gdy kat tych wektoréw jest prosty (czyli, gdy wektory wiv sq prostopadte);
— ujemny, gdy kat tych wektoréw ma miarg z przedziatu (90°, 180°).
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4. lloczyn skalarny wektoréw i jego wiasnosci

Zatem:
wev>0 = <(wv)e(0%90°),

> > o
=0 v v=0,

<

nev=0 e <(my)=90" v

nov<0 — <luv)e(90%180°),

Tloczyn skalarny wektora it i tego samego wektora u jest rowny kwadratowi jego dtu-
52
gosci, bowiem =l lul- cos 0 |u| Zamiast i « u plszemyu 1iloczyn ten nazywamy

kwadratem skalarnym wektora . Zatem dla kazdego wektora i zachodzi rownosé:

=lul "
Wynika stad, ze dtugos¢ kazdego wektora u mozemy wyrazi¢ wzorem:
=i
ul=yu .

Witasnosci iloczynu skalarnego wektordw sformutujemy w postaci kilku twierdzen.

Twierdzenie 1.

> >
Dla dowolnych wektoréw u i v zachodzi réwnos¢:

> > > >
Uev=vel.

U Dowod. Wiasno$¢ ta, zwana przemiennoscia iloczynu skalarnego wektoréw, wynika
wprost z definicji, bowiem:

wev=lul- Bl cosa(iv) =[5 ul - cos < (V) = v - 1,

gdy wektory wiv sa niezerowe. Jesli zas =0lubv= O to oczywiscie wev=0=ven 0

Twierdzenie 2.

> 5 -
Dla dowolnych wektordw u, v i w zachodzi rownos¢:
- > > 5> > o> >
uo<v+w>=u°v+u°w.

Twierdzenie to wyraza wlasnoS¢ rozdzielnoSci iloczynu skalarnego wektorow wzgle-
dem ich sumy.

Iloczyn skalarny wektoréw ma jeszcze jedna wlasnos¢, zwang tacznoscia mieszang.
Mowi o niej kolejne twierdzenie:

Twierdzenie 3.

> >
Dla dowolnych wektorow u i v oraz liczb a i b zachodzi wzor:

(a) - (bv) =ab - (u )
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VI. Wektory

Dowody twierdzen 2. i 3. na razie pomijamy. Powr6cimy do nich w ostatnim podroz-
dziale.

Z podanych twierdzen 1., 2. i 3. wynika, ze pewne dzialania na wektorach przebiegaja
podobnie jak na wielomianach.

Przyklad 4. Dla dowolnych wektorow wiv prawdziwa jest rownosc:

252 5 52

(;+;)=u +2u-v+v.

Rzeczywiscie, korzystajac z definicji i wlasnoSci iloczynu skalarnego wektorow:

2
4v) =)o () =) et (eav)ov=
2 2

I T T S e T
SucuUu+tvoutuev+vev=u tuevtu-v+v =

52 5> 5 o2
—u +2u-v+v.

> > o 52 52
Przyklad 5. Dla dowolnych wektorow i i v zachodzi rownosé utv)e(u=v)=u -v .
Istotnie, otrzymujemy kolejno:

4v)e =) =G v) o G (9) =) e ur av) o (9) =
2 Y T A S N S O I T
=u°u+vou+u°(— >+V ( V) U +FUV—U V=V =U —V.

5> o > > > > > o
Przyklad 6. Obliczuovoraz<i(u;v>,jeéli |u|:4,|v|= 5, |u+v|=

Rozwiazanie:

2 2
Poniewaz l—u)+;| :(;+;)—u +22 ;+v—|u|

wif;c:

2uev=lu+vl —|u1 —|v| , czyli:

> >
_|u+v‘ —’ul —‘|V|
Uev= o) .

> _7P-4’-5" _49-16-25_8 _,

Po podstawieniu podanych w przykiadzie wartoSci otrzymujemy:
YT T 2 2

>
uo

R Y
Ponadtouov:1u v

COSQ(;;;) =

- Ccos < (J \j>, skad:

,

W

[ul 15
1

cos<i(z;\j) = Zég =% czyli:

<V

1 ostatecznie:

<
<

4(;,;’) = arc cos %

Na koniec zauwazmy, ze mnozenle skalarne wektorow nie jest faczne, bowiem iloczyn
we(vow) ]est iloczynem wektora Wi liczby Ve w a zatem ]est wektorem rownoleglym do
wektora u, natomiast iloczyn (iev)e ~m3 jako iloczyn wektora w i hczby u-e v jest wektorem
rownoleglym do wektora w.
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4. lloczyn skalarny wektoréw i jego wiasnosci

Pytania i zadania r\%&

1. Podaj okreslenie kata dwoch wektorow.

2. Co to jest iloczyn skalarny dwoch wektorow?
3. Jakie wlasnoSci ma mnozenie skalarne wektorow?
4. Czy mnozenie skalarne wektorow jest taczne? Odpowiedz uzasadnij.
5. Oblicz iloczyn skalarny wektorow wi ;, gdy:
> > > > > > > >
a) |u[ =2, v| =3 <i(u;v) =120°% b) lu| =4, lv| =1, <i(u;v> =135%
> -> > o > - > o
olul=1 Bl=5 «(v) =180 dlul=2,5 =18 <(#;v) =90°,

> >
6. Wyznacz kat wektorow u i v, jesli:

aylul=1Bl=2, 0-v=/2; p)lul=2, Bl=3, u-v=-3/3;
olul=3, Bl=% @.v=-1
7. W rombie ABCD bok ma diugosc¢ 2, a kat BAC jest rowny 60°. Oblicz:
e ey ey e
a) AB - AD; b) AB - AC; c) BA - BC;
ey ey ey e ey ey
d) AC - BD; e) AD - BC; f) AB - CD.

8. Oblicz dtugosci wektorow i + v i u — v, jesli:
- > > > > 1> 5
a)lul=1, =3, «(&7) =607, bylul=2, 10=4, <(v) = 120°.

9. Oblicz iloczyn skalarny wektoréw wivoraz kat tych wektorow, jesli:

a) lul=5, [vl=4, lu+7]= /61 b)lul=4, Bl=5 lu-7l=6.
10. Wykonaj dziatania:
a) ()« (u+7); b) (i +20) (- 29); o) (w+v) (—u+v);

OG-+ ol —G-3)

11. Oblicz iloczyn skalarny wektorow wi ;, jesli:
> - R 5> > > > >
a)u=3p-24, v=p-5q |pl=lql=1 <i(p;q>=90°;

> - > o - 5 |- >
byu=2p+3q, v=2p-3q, |pl=2]q|=1
12. Znajdz diugos¢ wektora ;, jesli:

> - 5> > - > >
a) u=6p—28q, 'p|=1q‘= 1, «(piq) =903

> - > |- > > >
byu=5p-4q, |pl=21q=5 <(p:q) = 120"

13". Oblicz dtugosci przekgtnych rownolegtoboku zbudowanego na wektorach wi ;, gdy:
e - > —
pl=lal=1,4(p:q) =60

a);:2p+q,v:p—2;},
> - S 9 o > |- — | - -
b)u=5p+2q, v=p-3q, p|:2/2; ql=3,<(p;q)=45°-

B . .o - o e > — — > . - >
14". Wiadomo, ze u=4p—-q, v=p+2q, w=2p-3q, gdzie Ip|:4, Iq‘zl oraz
-y . . 52 5> o e
< (p;q) =90°. UproS¢ wyrazenie u +3u-v—2vew+ L
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VI. Wektory

15", Dany jest trojkat rownoboczny ABC o boku dlugosci 1. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
AB«BC+BC+CA+CA - AB.
16". W trojkacie ABC poprowadzono srodkowe AD, BE i CF. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
AB .« CF+BC+AD+CA - BE.
17°. Dane sa Z Vi 71/ przy czym ey =5 Zna]dz wektor x spelniajacy rOwnanie:
3+ 2:1(96 v) W )
18"". Dane sa wektory a, Z, ci Zl: przy czym (a-5) # —é— Znajdz wektory xi ; spelniajace
uktad rownan:
3c+3a(yeb)=
i+ (3-B)+5-d
19. Co mozna powiedzie¢ o wektorach wi ;, jesli:

> > 5> > > > EE
a)|u+v|:|u—v|; b)‘u|+|v|=|u+v|;

dylu+vl =llal =[5l

C)IZ—\”:

5. Zastosowanie iloczynu skalarnego wektorow w geometrii

Iloczyn skalarny wektorow jest doskonatym narzedziem w dowodzeniu wielu znanych
i mniej znanych twierdzef geometrycznych.

Przykiad 1. Udowodnij, ze rownoleglobok jest rombem wtedy i tylko wtedy, gdy jego
przekatne sg prostopadie.

Rozwigzanie:
Rozwazmy rownoleglobok zbudowany na wektorach u
> >
ui vg(r})/c. §.40). Woweczas jego przekatne sa wektorami o ]
. AN
u+viu—v. Zatem: -
I T S > > > > v v
utvlu—-v < (u+v>°(u—v):O =
52 52 52052
= U —-v =0 = u=v ==
A R b | i
Ryc. 6.40

(Rownolegtobok, ktérego boki sa rownej diugosci,
jest rombem).

Przyklad 2. Wykaz, ze w kazdym trojkacie wysokosci prze-
cinaja si¢ w jednym punkcie.
Rozwigzanie:

Nlech ABC be;dzw dowolnym trojkatem. Przyjmijmy, ze
ABzc, AC = b CB= a(ryc 6.41).

Poprowadzmy wysokosci AA'i BB'i ich punkt przecigcia
sie oznaczmy przez H. Nalezy wykazac, ze odcinek CC' po-
prowadzony przez punkt H tez jest wysokoscig tego trojkata.
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5. Zastosowanie iloczynu skalarnego wektorow w geometrii

Poniewaz:
AH | aoraz BH | Z, wiec:
ﬁ°2200ra2ﬁ°320

Wiemy tez, 7e CH=AH - b oraz CH=a + BH. Stad:
CHoa:(AH—b)og ﬁoa—zozz—go_b)oraz:
CH-b=a+BH)-b=a-b+BH-b=a-b.Stad:
CHec=CH-(a+b)=CHea+CH-b=a+b-a-b=0,czyli

- o s . , — . > . P ’ .
CH - ¢ = 0, co dowodzi prostopadiosci wektoréw CH i ¢ i konczy dowdd tezy zadania.

Przyklad 3. Udowodnij, ze w kazdym trdjkacie kwadrat
dtugosci dowolnego boku rowny jest sumie kwadratow
dlugosci pozostalych bokow pomniejszonej o podwojony
iloczyn dtugosci tych bokéw i cosinusa kata miedzy nimi
(twierdzenie cosinusow).
Rozw1qzame

Rozwazmy trojkat ABC, w ktOrym AB = c AC b
CB=a (ryc. 6.42). Wowczas zachodzi rownos¢ c=a+b.
Zatem:

2 2 2 2
c*=¢ =(a+b) =a +2a-b+b =a*+2a-b+b*=
=a’+2ab- cos<i(a;b) + b= a*+ k> + 2ab- cos (180° —y) =

=a*+b*—2ab - cos?y.

Przykiad 4™. Udowodnij, ze czworokat wypukly jest row-
nolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy suma kwadratow
diugosci przekatnych rowna jest sumie kwadratow dtu-

gosci wszystkich jego bokdw. d
Rozwiazanie:
Rozwazmy czworokat wypukly ABCD w ktorym
AB = aCB bDC cAD dAC eDB f(ryc643)
Wowczas a—b+c+d, e—d+c, f—b+c.Zatem.
a’+b’tcltdi=e’+f? = 22+Zz+22+2h222+7 =
52 52 52 52 S5 o2 5> o\
= a+b+c+d =(d+¢) +(b+e) =
520520 420 420 420 o4 520 420 o, 42
& a +b +c +d =d +2d°c+c +b +2b°ct+c =

R > > 252

2,2 2,2 52

> > - > > > > > o
= a =c¢ +2C°<a—c> — a =¢c +2cca—-2¢ <

d=c +2dec+2bec e a=c +2Zo(21+3) —

S

&l

C
Y
~—_ —
a
s B
Ryc. 6.42
— C
c
Y
f
a B
Ryc. 6.43.
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VI. Wektory

-2 2 > > »2 2 5 > 52

- ->
& a =¢c +t2a°c—-2¢c < a =2a°c—-¢

2 5 > o2 (~> —>)2

-> > o
= a —2a°c+c =0 = \a—-c

-> > o
=0 = a-c=0 = a=c.
Ostatnia roOwno$¢ jest rownowazna temu, ze czworokat ten jest rownolegtobokiem.

Przyklad 5*. Dane sa okrag
C (O;r)ipunkt P. Udowodnij,
ze dla kazdej prostej przecho-
dzacej przez punkt P i majacej
z tym okregiem co najmniej je-
den punkt wspdlny iloczyn od-
legtoSci punktu P od punktow
przecigcia tej prostej z tym
okregiem wynosi ‘ OP*—r? |
Rozwigzanie:

Nalezy wykaza¢, ze (przy oznaczeniach jak na rycinie 6.44) PO, PQ,= joP*—r?|
W tym celu zauwazmy przede wszystkim, ze PQ - PO, = ‘PQ1 o PQz” bo wektory PQ, i PO,
sa rownolegle.

B T e S e T

Poniewaz PQ =PO+0Q, i PQ,= PO+ 0Q,, wigc:

R T R B - s s — —_—

PO, PO,=(PC+00,)« (PO +00,)= PO + PO« (00,+ 00, )+ 00, 00,

Ale 00, +00,=0 lub 00 + 00, LPQ, gdy P#Q, bo PQ. | 0,0, (i=1,2), co
pokazuje rycina 6.45.

Ryc. 6.44.

Ryc. 6.45.

Wobec tego otrzymujemy dalej:
— s s — —
PO + PO - (OQ1+ OQ2> +00 - 00,=

, T2 (o iy 2
-P0*+P0-(00,+00.)+(00,+00.)-00.- 00, =
ey — _ —?
-P0*+(PO+00.)-(00 +00.) - 00, = PO*~ 0Q*= PO~ r*. Stad:
@:o @;: PO’ - r*iostatecznie: PQ,- PQ,=1PO*—r’|

Uwaga. W przykladzie tym wykazaliSmy tak zwane twierdzenie o potedze punktu wzgle-
dem okregu.
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5. Zastosowanie iloczynu skalarnego wektorow w geometrii

Liczba PO*- r? to wlaénie potega punktu P wzgledem okregu C (O;r). Twierdzenie
o potedze punktu wzgledem okregu czesto mozna spotkac w literaturze matematycznej
jako twierdzenie o siecznych okregu.
Jako ciekawostke zobaczmy, jak z tego twier-
dzenia otrzymuje si¢ twierdzenie... cosinusow.
Rozwazmy dowolny trojkat ABC oraz nary-
sujmy okrag o srodku w wierzchotku B tego troj-
kata i promieniu dlugoSci BC. Nastepnie
przediuzmy boki BC i AC tego trojkata do prze- a
ciecia si¢ z danym okr¢giem w punktach odpo-
wiednio B, i C, (ryc. 6.46). Powstanie wtedy
trojkat prostokatny B, C C o kgcie prostym przy
wierzchotku C,. Jesli przyjmiemy, ze BC=a,
CA=b, AB=c, wowczas w trojkacie prostokatnym o kacie y przy wierzchotku C
zachodzi na mocy definicji cosinusa rownos¢: C,C=2a-cosy. Stad C|A=2acosy —b.
Po zastosowaniu twierdzenia o potedze punktu A wzgledem tego okregu otrzymujemy
rownosé: (2acosy —b)-b=(a—c)-(c+a), zktorej wynika, ze:
c’=a*+b*—2abcosy.

Ryc. 6.46.

Pytania i zadania r\;%\\\

1. W czworokacie wypuklym ABCD punkty M i N sg srodkami przekatnych odpowiednio
ACiBD, a punkty P i Q — §rodkami bokéw odpowiednio AB i CD. Udowodnij, ze odcin-
ki MN i PQ sg prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy BC = AD.

2. Udowodnij, ze w czworokacie wypuklym ABCD przekatne sg prostopadte wtedy i tylko
wtedy, gdy sumy kwadratéw dtugosci przeciwleglych bokow sg rowne.

3. Punkty K, L, M, N sg srodkami kolejnych bokéw czworokata wypuklego ABCD. Udo-
wodnij, ze przekatne AC i BD tego czworokata s prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy
KM=LN.

4. W trojkacie ABC poprowadzono $rodkowe AD i BE. Wykaz, ze sg one prostopadie wte-
dy i tylko wtedy, gdy AC*+ BC*= 5AB”.

5". Na trojkacie rownobocznym ABC o boku dlugosci 1 opisano okrag. Udowodnij, ze dla
dowolnego punktu M tego okregu zachodzi réwnos¢ MA*+ MB* + MC*= 2.

6. Dane sg dwa wektory OA = aiOB=b wyznaczajace trojkat rownoboczny o boku 1. Na
OA odlozono odcinek OK = % OA, ana OB - odcinek OL = %OB. Udowodnij, ze wekto-

—_— —
ry BK i AL sa prostopadte.
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VI. Wektory

6. Wektory na osi liczbowej i na ptaszczyznie wspétrzednych

6.1. Wspotrzedne wektora na osi liczhowej

Wektorom na osi liczbowej, podobnie jak punktom na niej, przyporzadkowujemy ich
wspOlrzedne. Wspoirzedng wektora na osi obliczamy, odejmujac od wspdirzednej konca
wspolrzedna poczatku. Jesli A=(x,), B=(x,), to wspolrzgdng wektora AB jest liczba
X, = x,, CO zapisujemy AB = [x,—x,] (ryc. 6.47).

A B
+ + ——
0 1 X X5 X
Ryc. 6.47.

Wektor zaczepiony w poczatku osi liczbowej ma wiec wspotrzedng rowng wspotrzed-
nej konca tego wektora. Z okresSlenia wspolrzqdne] wektora na osi wynika tez, ze wektor
zerowy ma wspolrzedng na osi rownag zeru: 0=l01 (ryc. 6.48).

0 P

0 1 X X

=[x]
Ryc. 6.48.

Przykiad 1. Jesli A = (—3), B = (2), to AB =[2 — (—=3)] = [5] (1yc. 6.49).

A B
: | I | i

-3 0 2
Ryc. 6.49.

Mozna dowies¢, ze dwa wektory na osi liczbowej sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
wspOlrzedne na tej osi tez sg rowne. Wyznaczy¢ wektor na osi to wyznaczy¢ jego wspot-
rzedna na tej osi.

Powstaje teraz pytanie, jak wyznaczy¢ wspoirzedne sumy i rdznicy wektoréw na osi
oraz wspolrzedna iloczynu wektora i liczby. Przedstawiaja to nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 1.

ol > = 2 . . i
Jesliu=[a,], v=[a,], to u+v=[a,+a,| Oznacza to, ze suma wektoréw na osi ma
wspOlrzedng rowna sumie wspdtrzednych dodawanych wektorow.

O Dowoéd. Niech i = E, y= ﬁ, gdzie A=(x,), B=(x,), C=(x,). Wowczas oczywiscie
U+v=AC oraz AB= [x,—x,] BC = [x,—x,], AC = [x,—x,], przy czym jednoczesnie

x,—x,=a, Xx,—x,=a, Poniewaz xg—xlz(xz—xl)+(x3—xz), wiec rzeczywiscie

;+;:ﬁ:[x3—x] [(x,=x)+ (x,—x,)]=[a,+a,] O
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6. Wektory na osi liczbowej i na ptaszczyznie wspotrzednych

Twierdzenie 2.

Jesli 0= [a], to —u= [-a] Oznacza to, ze wspélrz;;dna wektora przeciwnego do wekto-
ra u jest liczbg przeciwna do wspotrzednej wektora u.

gDowéd. Rzechwiécie, jesli ;:A_)B, gdzie A=(x,), B=(x,), to —u :ELX), a ponadto
AB = ['XZ_'XI]’ za$ BA = [xl_xz] = [_(xz_xl)]‘ O

Twierdzenie 3.

> > > o
Jesliu=[a,}v=[a,] tou—v=[a,—a,] Oznacza to, ze wspdirzedna roznicy wektorow
jest roznica wspolrzednych odejmowanych wektorow.

>

ODowéd. u—v=u+(=v)=[a]+[~a,]=[a,+ (-a,)] =[a,~ a,] O

Twierdzenie 4.

Jesliu = [a], to kit = [ ka]. Oznacza to, ze aby pomnozy¢ wektor przez liczbg, mnozymy
wspolrzedng tego wektora przez te¢ liczbe.

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.

> >

Przyklad 2. Dane sa wektoryz =[2] p= [—1] Wyznacz wektory: i+ \j, = ;, 2u+ 5v, —U+ 2V,
Rozwigzanie:

2]+ [-1]=[2+(=D]=[2-1]=[1],
[2-(=D]=[2+1]=[3],
2+ 5u=[2-2]+[5 (-1)]=[4]+[-5]

>
+v

ISgNA

>
-V

<

[4-5]=[-1],
—u+ 2 =[=2]+[2- (=] =[-2+(-2)]=[-4].

Z okreslenia wspolrzednej wektora na osi wynika, ze dlugo$¢ wektora rOwna jest war-
tosci bezwzglednej jego wspOlrzednej na osi. JeSli zatem A=(x,), B=(x,), to
iA_)BI - Ixz_xll'

Pytania i zadania \%;}\‘%,
1. Jak si¢ okresla wspotrzedng wektora na osi?
2. Jak si¢ wyznacza wspOlrzedna:
a) sumy wektoréw, b) réznicy wektoréw,  c¢) iloczynu wektora i liczby?
3. Jak obliczamy dtugos$¢ wektora na osi?
4. Dane s3 punkty: A= (3), B=(=2),C=(5). Znajdz wspotrzedne i dtugosci wektorow:
AB, BC, CA.
5. Dane sg punkty A =(2), B=(—1),C=(3). Wyznacz taki punkt D, ze:

e e s — =
a) AD = BA; b) CD = AB; c)AD=CB.

3
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6. Dane sa punkty P = (=5), O = (2). Znajdz taki punkt M = (x), aby:
a) PM + QM = 2PQ; b) 3PM + 20M =—TPQ.

7. Znajdz taki punkt P = (x), aby PA + PB+ PC+ PD = 0, jesli A = (- 3), B=(-2),C = (4),
D=(9).

8". Dane sg punkty A = (x,), A,=(x,),..., A, = (x,). Znajdz taki punkt S, ze:
a)S_A:+STE+...+S_14;=6; b)ml@+m2@+...+mnS—A;:6,
gdzie m, m,,...,m sg danymi liczbami dodatnimi.

Uwaga. Gdy m, m,,..., m_s3 masami punktow materialnych A , A
sie Srodkiem masy zbioru tych punktow.

55 A, punkt S nazywa

6.2. Wspofrzedne wektora na ptaszczyznie

Na plaszczyznie z prostokatnym ukladem wspoirzednych XOY rozwazmy dowolny
wektor AB, w ktorym A= (x;y,) i B=(x,;y,).

B"‘ =0y __B=(x3y)

i C = (x3y1)
A= (e 01) ;

. !
Py -

A= (x;; 0 0 B'=(30) X
2

Ryc. 6.50.

Przedstawmy ten wektor w postaci sumy dwoch wektorow, z ktorych jeden jest rowno-
lig)ly d_o) osi QX, a drugi jest ré_w}nolegly do osi OY. Spogladajac na rygi_I}e; 6.50, widzimy, ze
AB = AC + CB, gdzie wektor AC jest rownolegly do osi OX, a wektor CB jest rownolegly do
0si OYiC = (x,;y,). Obierzmy teraz na plaszczyznie XOY punkty: A:(xl; 0), B'=(x,;0),
A" =(0;y,), B" =(0;y,). Zauwazymy wtedy, ze: A'B' = AC, A"B" = CB.

Wektory AB =ACiA"B" =CB maja na osiach OX i OY wspétrzedne odpowiednio
x,—x,1y,—y. Liczby te przyporzagdkowujemy wektorowi AB jako jego wspotrzedne na
plaszczyznie XOY.

Jesli A=(x;y,), B=(x,;y,), to wspdlrzgdnymi wektora AB nazywamy parg liczb x,—x,

i y,—y,co zapisujemy: .

ABZ[xZ—xl;y2~yl].

218



6. Wektory na osi liczbowej i na ptaszczyZnie wspotrzednych

Wspotrzedne wektora obliczamy wigc, odejmujac
od wspolrzednych konica wspolrzedne poczatku. Jesli
dany wektor zaczepimy w poczatku uktadu wspotrzed-
nych, to jego wspolrzednymi sa wspotrzedne konca te-
go wektora: OP = [a;b] (ryc. 6.51).

Z okreslenia wspoOtrzednych wektora na plaszczyz-
nie wynika, ze wektor zerowy ma obie wspolrzedne

rowne zeru.
Przyjmujemy bez dowodu nast¢pujace twierdzenie: Ryc. 6.51.

Twierdzenie 1.

Dwa wektory sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja rowne odpowiednie wspotrzedne.

Przykiad 1. Oblicz wspoirzedne wektora @, jeSliA=(=3;2), B=(4;-1).
Rozwigzanie:

AB=[4-(-3):-1-2]=[7;:-3])
Przyklad 2. Wyznacz poczatek wektora AB = [4; —2], ktorego koniec ma wspdirzedne (5;2).
Rozwigzanie:

Zalozmy, ze A = (x;y). Z treSci przykladu wiemy, ze B = (5;2), wigc AB = [5-x2-y]
Wiemy tez, ze AB = [4;-2] Zatem:

[5-x2-y]=[4-2] & 5-x=412-y=-2 <= x=11 y=4.
Odpowiedz: Poczatek wektora znajduje si¢ w punkcie A = (1;4).

Powr6¢my do wektora ﬁ, ktory ma wspotrzedne x, —x 1y, — y,. Sprobujmy teraz wyra-
zi¢ jego diugos¢ w zaleznosci od tych wspolrzednych. Moga tutaj zachodzi€ trzy przypadki:

1.x1:X2 2'y1:y2
v
Y
B"‘[ ““““““ B = (x;;y,)
A = (x;3y1) li= (x5 ¥1)
AN A = (x;y1)
0 X A O "B X
Ryc. 6.52. Ryc. 6.53.
— e — ——
Wiedy|AB|= [A"B"| = |y, - | Wiedy| AB| =| 4B =[x, - x,|
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VI. Wektory

3. x,#x,iy,#y, (ryc. 6.54).
Wowczas:

[acl=laBl=lx,=xl,

Icl=a B =1y, =¥l

Z twierdzenia Pitagorasa zastoso-
wanego do trojkata prostokatne-
go ABC otrzymujemy:
2
|

— —2 =
1ABl=/IAC| +|cB

= (0;y,) B = (x3y,)

2 2
:\/Ixz_x1| +|y2_y1| =

2

:/(xz_x1)2+(y2_y1) =
:/(Xl_x2)2+(y1_y2>2'

Tak wigc jesli A = (x5y,), B=(x,:,),

4 2 2

to |AB[:/(xl—x2) +(y,~y,)-
Oznacza to, ze dlugo$¢ wektora
rowna jest pierwiastkowi kwadratowe-
mu z sumy kwadratow roznic odpo-

wiednich  wspotrzednych  poczatku
1 konca tego wektora. W szczegdlnosci
dlugos¢ wektora zaczepionego w po-
czatku ukfadu wspoélrzednych (ryc.
6.55) réwna jest pierwiastkowi kwadra-
towemu z sumy kwadratow wspolrzed-
nych jego konca:

0B = [x*+y2

" E.C = (x2§)’1)
A=) A"=(0y;)
i o
A= @30 |0 B'=(30) X
Ryc. 6.54.
Y
______________ P=(xy)
0 X
Ryc. 6.55.

Przyklad 3. Oblicz dlugos¢ wektora AB, w ktorym A = (=3; 1), B= (1; — 1).

Rozwiazanie:

AB=[1-(=3);-1—1]=[4; —2] wiec:

[2B|= Jar+ (<27 = /4 + 4= a@+1) =

2./5.

Wspotrzedne sumy i roznicy wektoréw na plaszczyznie oraz wspolrzedne iloczynu
wektora i liczby wyznaczamy na plaszczyZznie podobnie jak na osi liczbowej. Zachodzi bo-

wiem nastepujace twierdzenie:
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- ~

Twierdzenie 2.

Jezeliu = [a;:b ], =|a,;b, |1k jest liczbg rzeczywista, to:

2 R
> o
Lu+v=[a,+a,;b+b,]
> o
2u-v=[a,—a;;b-b,]
-
3. ku=[ka;kb,)
Oznacza to, ze wspolrzedne sumy wektoréw réwne sg sumom odpowiednich wspot-
rz¢dnych dodawanych wektoréw, wspotrzedne rdznicy wektoréw rowne sg réznicom od-

powiednich wspotrzednych odejmowanych wektorow, za§ wspolrzedne iloczynu wektora
i liczby rowne sg iloczynom wspoirzednych tego wektora i tej liczby.

\. J

—

O Dowdd. Niechazﬁ,;:BC, gdzie A= (x,;y,), B=(x,;y,),C=(x,:y,). Wowczas, oczy-
2_x1;y2_y1]’ BC:[x3_xz;y3_y2]’ ACZ[x3—xl;y3—yl],

T —
wiscie, u+v=AC oraz AB =|x

przy czym jednoczesnie:
XZ—XIZal,yZ—yFbI,

X, =X, =0y Y, y,= b,

Poniewaz:
x3—x1=(x2—xl)+(xa—xz):al+a2,
y3—y1=(y2—y1)+(y3—y2):bl+b2,

wiec rzeczywiscie:
5
u+w=AC=[x,—x.:y,~y,|=[a,+a,;b,+b,)]

P 5> —
Jesli u =AB, to —u=BA, aponadto:

AB:[ - 1;y2_y1]’zaéBA:[xxwxz;yl_yz]:[~(X2_x1);_(y2_y1>]‘
Stad - u - [al’ 1] [_al; —bl]'
Wobec tego:

u—v:u+<—> [al’b]] [*az;"bz]:[al_az;bl—bz]'[:]

Dowod rownosci kit = k - [a,;b,]=[ka,;kb, | pomijamy.

Przyklad 4. Dane s3 wektory: = [4:-2], = [-3; 1]. Wyznacz wektory: LAy — v, 20—,

—Z‘Ff:‘.

Rozwiazanie:
n+v=[4i=2]+[=3:1]=[4 =3 -2+ 1]=[1: 1],
w=v=[4-2] = [=3:1] = [4 = (-3): 2= 1] =[7:-3],

|
]

2 -v=2[4-2]—[-3;1]=[8:— 4] - [-3: 1] = [8 + 3;—4 — 1] =[11; - 5],
F-3:1]=|-4- 32+2] -3
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VI. Wektory

\;Q Pytania i zadania

—

1. Jak si¢ okresla wspolrzedne wektora na plaszczyznie?
2. Jak obliczamy dtugos$¢ wektora na plaszczyznie?
3. Omoéw, w jaki sposdb wyznacza si¢ wspolrzedne:
a) sumy wektoréw,  b) réznicy wektorow,  c) iloczynu wektora przez liczbe.
4. Dane sg punkty: A=(1;3), B=(3;2),C=(-1;1), D=(0;1), E=(0;0). Wyznacz wspot-
B e s s T e At S
rzedne wektorow: AB, BC, CD, DE, EA, BD, BE, CE.
5. Wykresl wektor:

a)[-1;2]; b)[2; -3} c)[0; —-4]; d)[5;0]
6. Znajdz koniec wektora E, gdy A =(2;-3)oraz:
a)AB=[-2;3,  b)AB=[L;1;  ¢)AB=[1;-3]

7. Dane sg punkty: A=(3;—1), B=(5;2),C=(1;4). Znajdz wierzcholki D, E i F rdwnole-
gtobokéw: ABCD, BCAE i CABF.

8. Mniejsza podstawg trapezu ABCD jest bok AB, gdzie A =(3;2), B=(2;—1). Podstawa
CD jest dwa razy diuzsza od AB i ma $rodek S = (1; 1). Wyznacz pozostale wierzchotki
trapezu.

9". Dane sa punkty: A = (x 5y, ), A, = (x,;¥, s A, = (3 ¥, ). ZnajdZ taki punkt S = (x; y), ze:

a)E+S’;\—;+...+@:6;

b)ym,- S—A:-l‘ m,: @+ Lt mn~S—A;= 6, gdzie m ,m,,...,m s3 danymi liczbami dodat-
nimi. Punkt S nazywa si¢ srodkiem masy uktadu punktéw materialnych o masach
m,m,,...m.

n

10"". Udowodnij, ze jezeli w danym ukltadzie punktéw materialnych A,A,,...,A o ma-
sachm,,m,,...,m zastgpimy punkty A,,A,,...,A, ich Srodkiem masy 7, nadajgc mu
mas¢ m,+m,+ ... + m, to uktad punktow 7, A ..,A ma ten sam Srodek masy S,
co ukfad dany.

11. Oblicz obwdd czworokgta ABCD, jesli A = (0; —1), B=(3;2),C=(2;4), D=(-1;1). Ja-

ki to czworokat?

12. Oblicz obwdd trojkata ABC, jesli A = (0;2), B=(—4;-1),C=(3;2).

13. Oblicz dtugosci przekgtnych czworokata ABCD, jesli A = (=1;0), B=(3;2),C=(2;4),

D=(-2;2).

k+1°°

6.3. Stosunek podziatu wektora

Rozwazmy na plaszczyZnie niezerowy wektor AB punkt P prostej AB, rozny od punk-
tu B (ryc. 6.56).

Ryc. 6.56.
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~N

( —
Stosunkiem podzialu wektora AB punktem P (lub w punkcie P) nazywamy taka liczbe rze-
czywista k, ze:

o]

(+) AP=k- PB.

Liczba k o wlasnosci () jest rowna:

|l . TSR 252
— stosunkowi ﬁ dlugosci wektorow AP i1 PB, gdy wektory AP 1 PB maja zgodne zwroty;
PB_)
v P
— stosunkowi = czyli liczbie przeciwnej do stosunku dtugosci wektorow AP i PB, gdy
PB

zwroty tych wektorow sa przeciwne;
—zeru, gdy punkty P i A si¢ pokrywaja.
Istnieje tylko jedna taka liczba k.
\.

J

Przyklad 1. Liczba 1 jest stosunkiem podziatu wektora AB $rodkiem S odcinka AB (ryc. 6.57).

A S B

Ryc. 6.57.

Przyklad 2. Liczba -2 jest stosunkiem podziatu wektora AB takim punktem P prostej AB,
—
ze BP = AB (ryc. 6.58).
A B

Vo

Ryc. 6.58.

Przyklad 3. Licﬂa 0 jest stosunkiem podziatu wektora AB punktem A, za$ stosunek po-
dzialu wektora AB punktem B nie istnieje.

Przykiad 4. Dane sg dwa punkty A = (x,;v,) i B=(x,;y,)oraz liczba k. Wyznacz punkt P
dzielacy wektor AB w stosunku k.
Rozwiazanie:
Nalezy wyznaczy¢ wspolrzedne takiego punku P, aby zachodzita rownosc:
e -
(+) AP=k- PB.
. .o . - -
Przyjmijmy, ze P = (x;y). Wtedy AP =[x —x,;y —y,| za§ PB=[x,— x;y,~ y]
Wobec tego:
-— —
AP=k-PB <= |x—-x;y-y|=k[x,—xy,-y] =
= [x=xpy=y]=[k(n=x)k(,-y)] =
= x=x=k(x,=x) L y=y=k(y,~y) <
= (k+1)x=x+kx,i(k+1)y=y+ky,

Cxtkx, .y tky,
Sad Xx=T T YT
ta rownos¢ (=), nie istnieje.

gdy k #—1. Jesli k =—1, taki punkt P = (x;y), by zachodzi-
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Odpowiedz: Gdy k #—1, istnieje jeden punkt P dzielacy wektor ABw stosunku k, mianowicie je-

. X tkx, yitky ) : o
SliA= (x5, B=(x,3y,), ton( N }H_12).Gdyzask:—l,taklpunktmelstnleje.

X tx, yt+y,

2 2
Whniosek. Wspotrzedne Srodka odcinka sg Srednimi arytmetycznymi wspoirzednych jego
koncow.

Uwaga. Gdy k=L, to P = (

Pytania i zadania

1. Co to jest stosunek podzialu wektora punktem?

2. Wyznacz wspolrzedne punktu dzielacego w stosunku k #—1 dany niezerowy wektor AB
gdzie A= (x;3y,), B=(x,:y,)

3. Podaj wspotrzedne srodka odcmka

4. Znajdz stosunek podziatu wektora AB o koficach A = (=7;0), B=(1;0) kazdym z punk-
tow: C=(=5;0), D=(0;0), E=(9;0).

5. Znajdz punkt dzielacy wektor AB o koficach A = (=3;1), B=(2;-2)w stosunku:
a)4; b) %; c)—4 d) —%.
6. Wyznacz wspOtrzedne Srodkow bokow trojkata ABC, gdy A=(8;2), B=(4;6),
C=(-2;-2).

7. Niech A=(x:y,), B=(x,:y,),C=(x,;y,) beda wierzchotkami trOquta gunkty A B
1C'—Srodkami bokow BC, CA 1 AB. Znajdz punkty dzielace wektory AA‘ BB',CC'w sto-
sunku 2. Jakie twierdzenie o srodkowych trojkata mozna stad wyprowadzic?

8. Wyznacz wspolrzedne Srodka ciezkosci trojkata w zaleznoSci od wspotrzednych jego
wierzchotkow.

9. Wykaz metodg wspotrzednych, ze odcinek tgczgcy Srodki dwoch bokow trojkata jest
rownolegty do trzeciego boku i rowny jego potowie.

10". Udowodnij metoda wspotrzednych, ze Srodki kolejnych bokdw dowolnego czworoka-

ta sa wierzchotkami réwnolegioboku.

11°. W pigciokacie wypuklym ABCDE potaczono odcinkami: §rodki P i R bokéw AB i CD,

srodki Q 1S bokow f?C 1 DE oraz Srodki X i Y odcinkow PR 1 OS. Wykaz metoda wspol-

rzednych, ze XY = 1 AE.

6.4. lloczyn skalarny wektorow w uktadzie wspotrzednych

Iloczyn skalarny wektoréw mozna okresli¢ jeszcze w inny sposob:

Twierdzenie

Iloczyn skalarny wektoréw jest rowny iloczynowi dtugosci jednego z wektordw i wspol-
rzednej rzutu prostokatnego drugiego wektora na oS o kierunku i zwrocie wektora pierw-
szego.
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6. Wektory na osi liczbowej i na ptaszczyznie wspotrzednych

O Dowod, Rozwazmy dowolne dwa
Wektory ui v ktorych iloczyn skalarny jest
rozny od zera.

Niech s bedzie osig o kierunku i zwro- !
cie na przykfad wektora ;, za$ ;: niech a\ v /
oznacza rzut prostokatny wektora v na
te oS (ryc. 6.29), natomiast v — wspolrzed-
ng wektora v na osi s. Wowczas:

(x)v= IGI ~cos, gdzie o = <i<:t;;).

S’

Ryc. 6.59.

— e

Istotnie, gdy ¢ jest katem ostrym (ryc. 6.60), wzor (*) wynika wprost z definicji cosinusa:

— >
l ‘zv,wiqccosa:%', skqdv:|v|~cosa.

v

Gdy « jest katem rozwartym (ryc. 6.61), wtedy ‘;:‘ =—v 1 wowczas:

cosa =—cos (180° — o) :——|\—% e skqdvzm-cosa.

o BB

<l

=

e

u s u
Ryc. 6.60. Ryc. 6.61.
S>>
Jesli iloczyn skalarny wektorow u i v jest rowny zeru, to:
—albo wektory wiv sa prostopadfe (ryc. 6 62)
11OWNOSC (* )oczyw1s01e zachodzi, bo v = (),
w1c;cv~01u v—O v
v u
Ryc. 6.62.
Z z 7 i . - . —
—albo ktorys z wektorow u i v jest zerowy, na Vo
e
przyklad gdy v=01u # 0 (ryc. 6.63), wtedy .
rowniez ZaChOle réownos¢ (*), poniewaz
lal-v=0 oraz u-v=0. \
v u
Ryc. 6.63.

AL / i, o
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Wreszcie, gdy H=0iv= 6, wtedy takze zachodzi
rownos¢ (x), bo wektor zerowy przyjmujemy jako
rownolegly do kazdej prostej, wigc obierajac clowol-
ng o$ s 1 rzutujac na nig na przyktad \Lvelitor v (ryc.
6.64), otrzymamy lul- v =0, a przeciez u - v =0.

Tym samym twierdzenie zostato udowodnione. (J

Powr6¢my teraz do dwoch wiasnosci iloczynu ska-
larnego wektorow, ktore przyjeliSmy wezeSniej bez
dowodu. Przypomnijmy twierdzenie: Ryc. 6.64.

<l

!

©

Twierdzenie

Mnozenie skalarne wektorow ]est rozdzielne wzgledem dodawania wektorow.
>
Oznacza to, ze dla dowolnych wektorow i u, viw zachodzi rownos¢:

> (> > > o o
(*)uo(u+w) UeV+uUeow.

J Dowdd.

1. Gdy wektor i jest zerowy, wowczas twierdzenie jest oczywiste (obie strony rownosci ()
sg rowne zeru).

2. Niech wektor u bedzie niezerowy. Przez v, wit oznaczmy wspoOtrzedne rzuﬁtow v, ;17 i 7 od-

> o > >
powiednio wektorow v, wit=v + wna o§ s o kierunku i zwrocie wektora (ryc. 6.65).

- "
v RN
' N
! ~
? , f -
X ' N
| ' N
1 1 ’4'l
' . ' P il
, w | P )
' ' - .
1 1 - 1
1 1 N 1
1 1 N 1
1 1 ' '
; . Lo . ! -
i Vg o Iy . u
- -
w N

Ryc. 6.65.

> >
Na mocy poprzedniego twierdzenia dla wektoréw u i f zachodzi rownose¢:
> ->
(v + w |u| L.
. . . . Ed b —> . - (‘) ‘-‘)|
Widzimy tez, ze { =v +w, wigc [=v+w, wobec czego u-° =lul-(v+w)
-> > R

- -
-W.Aponiewai|u|-v:u° vilal o w=n- w, wigc rze-

5
1 ostatecznie u o (v + w) |

czywiscie:
> (—> —-))_—) 5> > o

VW) =Uuev+iue-w.

Dowdd twierdzenia zostat zakoficzony. (J
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Twierdzenie

Mnozenie skalarne wektorow ma wiasno$¢ tak zwanej tacznoSci mieszanej. Oznacza
> . >
to, ze dla dowolnych wektoréw u i v oraz liczb a i b zachodzi réwnos¢:

Ce#) (an) « (bv) = (ab) (i - v).

OJ Dowéd.
1. Jesliab = 01lub i; = 6, lub v = 0, to twierdzenie jest oczywiste.
u

2. Niech wiecab # 0, u # 0i # 0. Wowczas na mocy definicji iloczynu skalarnego wekto-
row:

(am ° (b;) = !am . |b;| : cos<z(a;;bﬁ>‘

Ale |a1;| =lal-lu b;| =1bl- |§|, za$:

o

5 oo (<), edy ab>0 (ryc.6.66)
<z(au;bv>:

180°— < (), gdy ab<0 (ryc.6.67)

ab >0

)
y=
)
<
e

—
=
\

by
Ryc. 6.66.
ab <0
by
a>0 a<0
b<0 v, b>0 v,
\ a au \ U
\) YI
bv
Ryc. 6.67.
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Stad albo:

> o > o

cos < (au;bv) =cos<\u; v), albo:
ERE > o

cos < (au; bv) =—cos<\u; v). Zatem:

(
Iam : lb;I . cos<i<a2,b )
(au

=|a|-|Zt|~lb|~1;|-cos<i au; bv )

=lal-1bl- |u| l l cos<\au ,b )
:|a-b|-|;|~|;|-cos(az;b;>:

a~b~l;|-|;|~cos<(z;;), gdy ab>0

—a-b-l—u)|~|;|-(—cos<i(;;1_;>), gdy ab<0
i ostatecznie:

Ia?tl ~ |bZ| : cos<i<a;;b?/) = ab|Z| : |;| : cos<(;;\j> = ab(_u) o \j)

Koficzy to dowdd réwnoscei (++). (J

Rozwazmy teraz wektory 7 =[1;0},4, i= =[0;1].

Nazywamy je wektorami Jednostkowyml albo krotko wersorami odp0w1edn10 osi OX

1 0Y. Sa one prostopadle i dlugosm 1. Zauwazmy teraz, ze kazdy wektor 0= [a,;a,] moz-
na przedstawi¢ w postaci = a,-i,+a, i, bowiem:

Z:[al;az]:[al;O]+[O;a2]:a1-[1;0]+a2~[0; 1]:a1~7+a i

Stad mozna wyprowadzi¢ nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie

> > > >
Jezeli u=|a;;a,], v=[b;b,l to u-v=ab +a,b,

> > > 2 > > o >2 2 )
(J Dowdd. Poniewaz u a i +a,i, v=bi+b,i,oraz i~i,=0, i =1, 1, =1, wigc
> > > o > o >? > o > o >?
uov—<a111+a212>°<b111+b212>—alblll tab,ii,ta,bir-i,ta,b,i, =

=a,b,+a,b, O

Twierdzenie to daje nam wzor na iloczyn skalarny wektoréw, gdy znamy ich wspotrzed-
ne. Postugujac sie tym wzorem, mozna znacznie upro$ci¢ dowody wtasnosci iloczynu ska-
larnego wektoréw. Dla przyktadu wykazemy raz jeszcze wlasno$¢ rozdzielnoSci mnozenia
skalarnego wektorow wzgledem ich dodawania.
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-> > -
Niech u=[a,:a,], v=[b,:b,], w=|c,;c,]| Wowczas:

> /> >

we(utw)=lasa]e ([bb,]+[cie]) =
:[al;a2]°[b1+cl;b2+czl:a1<b1+cl>+az(b2+cz):
=ab,+a,c,+a,b,+a,c,=(ab+a,b,)+(ac+a,c,)=

E I T Y

:[al;a2]°[b1;b2]+[al;a2]°[cl;cz]:u° vtuew.

Pytania i zadania

1. Jak wyraza si¢ iloczyn skalarny wektorow, gdy dane sg ich wspotrzedne?
2. Oblicz iloczyn skalarny wektorow:

a)[2;-4]1[3;5]; b)[6;0] i [0;6];

c)[-7;3] 1 [6;14]; d[2]i[-1;-2]
3. Wyznacz kat wektorow:

a)[2;-3] i [1;5] b)[L:v/3] i [-1:/3]

)[4 -2]i [1;%}; d)[—%;B] i [6:1]

4. Wykaz metoda wspotrzednych wiasnos¢ 1acznoSci mieszanej iloczynu skalarnego wek-
toréw.
5. Wyznacz katy trojkata ABC o wierzchotkach:

a)A=(3;2), B=(23), C=(-1;0);
b) A=(1;3), B=(0;4), C=(=3;1).

6. Wykaz, ze przekatne czworokata ABCD, w ktorym A = (1;0), B=(2;3), C=(=-2;-1),
D =(-3;4), sg prostopadle.
7. Oblicz:
v 7 e I 2 >
a) <l1+ lz) ° <ll_ l2>; b) <211+ 312) ° (311— 212)'
8. Dane sa wektory: 0= [2;-4], 0= [-3;5] Oblicz:

2 2

a) (u+v); b) (= v); o) (u+3v) - (2u 7).
9. Dane sg punkty: A=(2;-3),B=(4;0),C=(1;4), D=(11;1). Oblicz:
—_— — ey R
a) AC - BD; b) AD - BC; c) AB - CD;
— ——\? e _— —
d)(aC.BD); e)(AB+BC)-(BC+CD).

10. Dla jakich wartosci p punkty: A=(2;2), B=(4;0), C=(0;p) sa wierzchotkami trojka-
ta prostokatnego? R N R ..
11". Znajdz rzut wektora u na o$ o kierunku wektora v, gdy |u| =5, |v| =3i« (u; v) =60".
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VI. Wektory

12°. Znajdz rzut wektora It = 5m — 2n na 0§ o kierunku wektora v = —2%, jesli Iml=lnl=1
imLn.
13", Znajdz rzut wektora it =2m— 5n na 0§ o kierunku wektora v =—m + Z, gdy Iﬁl =2,
lnl=1,<(m;n) = 60°.
14. Dany jest wektor 0= [3; —4] Znajdz wektor jednostkowy, réwnolegty do wektora .
15. W réwnolegloboku ABCD dane sg wierzchotki: A=(0;0), B=(3;1), D=(-1;1).
Wyznacz wierzchotek C oraz Srodek symetrii tego rownolegtoboku.
16. Dane sg wektory: a= [1;1], b= [-1;2], = [2; 5] Dla jakich liczb x i y z wektorow sz), y?), c
mozna zbudowac trjkat?
17. Znajdz katy trojkata ABC, w ktérym: A = (2; -1), B=(1;3),C=(=1;1).
18. Wykaz, ze trojkat ABC o wierzchotkach A =(5;-4), B=(3;2), C=(2;-5) jest
prostokatny.
19. Punkt S = (0;0) jest Srodkiem AD réwnolegioboku ABCD. Wiadomo tez, ze AB = [4;3],

BC= [6; 2] Wyznacz wierzcholki tego rownolegioboku.
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1. Pojecie przeksztafcenia geometrycznego. Przykiady przeksztatcen geometrycznych

VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Gdy omawialiSmy w klasie pierwszej funkcje, to zbiory, na ktorych je okreslaliSmy, jak
réwniez zbiory ich wartosci, mogly by¢ zupetnie dowolne, byle nie puste. Obecnie bedzie-
my si¢ zajmowac¢ funkcjami, ktérych argumentami i wartoSciami sg punkty plaszczyzny.
Funkcje takie nazywamy przeksztalceniami geometrycznymi plaszczyzny.

1. Pojecie przeksztatcenia geometrycznego. Przyktady przeksztaicen
geometrycznych

Przeksztalcenie geometryczne punktowi P przyporzadkowuje punkt P', zwany obra-
zem punktu P w tym przeksztalceniu. Okreslenie przeksztatcenia geometrycznego pole-
gac bedzie zawsze na podaniu przepisu, wedfug ktoérego majac dowolnie obrany punkt,
znajdziemy obraz tego punktu.

|

Przeksztalceniem geometrycznym plaszczyzny nazywamy jakiekolwiek przyporzadkowa-
nie kazdemu jej punktowi P pewnego jej punktu P'.

|

Punkt P' nazywamy obrazem punktu P w danym przeksztalceniu geometrycznym.

Przeksztalcenia geometryczne plaszczyzny nazywac bedziemy krotko: przeksztalcenia-
mi i oznacza¢ duzymi literami alfabetu tacinskiego, na przykiad: 7, S, U, I, J itd.

Zdanie: ,,Punkt P'jest obrazem punktu P w przeksztalceniu 7” zapiszemy (ryc. 7.1):

P'=T(P).

/—~>. P'=T(P)
P

Ryc. 7.1.

Figure F' utworzong z obrazdw wszystkich punktow figury F'w przeksztalceniu 7' nazy-
wamy obrazem figury /' w tym przeksztalceniu (ryc. 7.2), co zapisujemy:

F'=T(F).

Ryc. 7.2.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Jezeli kazdy punkt figury ' odpowiada tylko jednemu punktowi figury F w przeksztat-
ceniu 7, to nazywamy je przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym figury /" na F'. Prze-
ksztalcenie 7, w ktorym obrazem figury F jest ona sama, nazywamy przeksztalceniem

wlasnym tej figury:

F'=T(F).

W przeksztatceniu wlasnym figury F kazdy jej punkt jest obrazem pewnego jej punktu.

Przyktady przeksztatcen geometrycznych

Przyklad 1. Wybierzmy na plaszczyZnie punkt O
1 kazdemu punktowi P, r6znemu od O, przypo-
rzadkujmy na prostej OP taki punkt P' po przeciw-
nej stronie punktu O niz punkt P, ze OP' = OP, za$§
punktowi O — ten sam punkt (ryc. 7.3). W prze-
ksztatceniu tym kazdy punkt ptaszczyzny jest ob-
razem tylko jednego jej punktu.

Opisane tutaj przeksztalcenie geometryczne
plaszczyzny to dobrze wam znana (jeszcze z gim-
nazjum) symetria Srodkowa, ktorg szerzej omo-
wimy niebawem.

Przyklad 2. Rozwazmy na plaszczyznie okrag
o srodku O i promieniu dtugoSci r oraz czworo-
kat ABCD wpisany w ten okrag (ryc. 7.4) i zaloz-
my, ze punkt O lezy wewnatrz tego czworokata.

Potagczmy dowolny punkt P brzegu tego
czworokata ze Srodkiem okregu i przez P'
oznaczmy punkt przecigcia pOtprostej oP
z danym okregiem. W ten sposdb przyporzadku-
jemy kazdemu punktowi P brzegu czworokata
pewien punkt P' okregu opisanego na tym czwo-

Ryc. 7.4.

rokacie. W otrzymanym przeksztalceniu brzegu czworokata na okrag obrazem brzegu tego
czworokata jest okrag, obrazem boku czworokata odpowiedni tuk okregu, obrazem za$ kaz-
dego wierzchotka ten sam wierzchotek. Jest to przyktad przeksztalcenia geometrycznego
figury (brzegu czworokata) na figure (okrag opisany na tym czworokacie).

Przyklad 3. Obierzmy na plaszczyznie prosta /

i punkt O nielezacy na niej. Kazdemu punk-

towi P przyporzadkujmy:

— ten sam punkt, jesli lezy na prostej [ lub po
tej samej stronie prostej /, co punkt O;

— punkt przeciecia P' odcinka OP z prostg /,
gdy P lezy po przeciwnej stronie prostej /
niz punkt O (ryc. 7.5).
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1. Pojecie przeksztaicenia geometrycznego. Przykiady przeksztatcen geometrycznych

W przeksztalceniu tym obrazem m
plaszczyzny jest polplaszczyzna za-
wierajaca punkt O.

Przykiad 4. Rozwazmy na plaszczyz-

nie dwie proste m 1 a przecinajace sig.
Kazdemu punktowi P plaszczyzny
przyporzadkujmy punkt przecigcia P'

prostej a z prosta rOwnolegla do m x = x'
i przechodzaca przez punkt P (ryc.

7.6). Otrzymamy w ten sposob kolej-

ne przeksztalcenie plaszczyzny na

prosta.

Przyklad 5. Rozwazmy plaszczyzne
z prostokatnym uktadem wspoirzed-
nych. Kazdemu punktowi P =(x;y)
przyporzadkujmy punkt P'=(—-x;y),
czyli w przeksztalceniu tym kazde-
mu punktowi odpowiada punkt s
o przeciwnej odcigtej niz ten punkt !
(ryc. 7.7). Widzimy wigc, Ze w prze- | ]
ksztalceniu tym obrazem osi OY jest . . o o -
0§ OY, a obrazem kazdej z poliptasz- | *
czyzn, na ktore dzieli ona plaszczyzne !
XOY - polplaszczyzna dopetniajaca ja : =0
do calej plaszczyzny. |

| |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, °

[ o
R = (x;;y1) R' = (=3 0)

Pytania i zadania

1. Wyjasnij, co to jest przeksztalcenie geometryczne.

2. Jakie przeksztalcenie nazywamy wzajemnie jednoznacznym? Wskaz, ktore z przeksztat-
cen opisanych w przyktadach 1-5 jest wzajemnie jednoznaczne.

3. Wyjasnij, co to jest przeksztalcenie wlasne figury.

4. Czym jest obraz: odcinka, poiprostej i prostej w przeksztalceniu opisanym w przykta-
dzie 3?

5. Rozstrzygnij, ktore z ponizszych przeksztalcen ptaszczyzny XOY jest wzajemnie jedno-
znaczne:
a) T ((x:y)) = (x+2;y); b) S((x;y))=(x =1y =2);
U ((x:y)) = (x;2); d) I ((x:y))=(2x = 1;3y + 1),
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

2. Punkty state przeksztatcenia geometrycznego. Przeksztatcenie
tozsamosciowe. Sktadanie i odwracanie przeksztaicen

Powr6¢my do przeksztatcen opisanych w przykiadach 1-5. W kazdym z nich bez trudu
wskazemy takie punkty, ktore w tych przeksztalceniach sg swoimi obrazami. W prze-
ksztalceniu opisanym w przykfadzie 1. takim punktem jest O, w przyktadzie 2. sg nimi
wierzcholki czworokata ABCD, w przykladzie 3. — punkty potptaszczyzny zawierajacej
punkt O, w przykladzie 4. — punkty prostej a, w przyktadzie 5. — punkty osi OY.

Punkt, ktory jest swoim obrazem w przeksztalceniu, nazywamy punk- T
tem stalym tego przeksztalcenia. Tak wigc P jest punktem statym prze-
ksztalcenia 7' wtedy i tylko wtedy, gdy 7 (P) = P (ryc.7.8).

Jesli w pewnym przeksztalceniu wszystkie punkty sg stale, to takie P=T(P)
przeksztatcenie nazywamy tozsamoS$ciowym. Bedziemy je oznaczaé sym- Ryc. 7.8.
bolem /

punkt F jest swoim obrazem.

)

Przeksztalceniem tozsamoS$ciowym figury F nazywamy przeksztatcenie, w ktorym kaidy]

Zatem przeksztalcenie tozsamosciowe figury jest jednym z jej przeksztalcen wiasnych.

Obierzmy na plaszczyznie dwa punkty: O, i0,. Dowolnemu punktowi P na plaszczyz-
nie przyporzgdkujmy na prostej PO, rdzny od niego punkt P' taki, ze O, P'=O, P (ryc.
7.9). Opisane w ten sposob przeksztalcenie
plaszczyzny oznaczmy przez T,. Podobnie
przez T, oznaczmy przeksztalcenie, w kto-
rym punktowi P odpowiada r6zny od niego
punkt P" prostej PO, taki, ze O, P" = PO,

GdybySmy teraz wykonali kolejne prze-
ksztalcenia 7' i T,, przyporzadkowujac naj-
pierw punktowi P punkt P'=T (P),
a nastepnie punktowi P' punkt Q =T, (P"),
wowczas otrzymalibySmy nowe przeksztalcenie, ktore nazywamy zlozeniem lub iloczy-
nem przeksztatcen T, i T, i oznaczamy je przez T, T, (ryc. 7.10). W przeksztalceniu tym
obrazem punktu P jest punkt Q.

Ryc. 7.9.

P =T,(P
R = Ty (P") = T\T,(P) v

Q0 =T,(P) =TT (P)

Ryc. 7.10.
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2. Punkty stafe przeksztaicenia geometrycznego. Przeksztatcenie tozsamosciowe...

Jezeli przeksztalcenia 7 i T, wykonamy w odwrotnej kolejnosci, to otrzymane prze-
ksztalcenie bedzie ztozeniem przeksztalcen 7, i T, i oznaczymy je przez T|7,. W prze-
ksztatceniu tym przyporzgdkowujemy kolejno punktowi P punkt P"' =T, (P), a nast¢pnie
punktowi P" punkt R =T, (P"), otrzymujgc punkt R, rozny od Q, jako obraz punktu P
w przeksztatceniu 7', 7T,

o]

przez wykonanie kolejno przeksztalcenia 7'i przeksztalcenia S.

S

Zlozeniem lub iloczynem przeksztalcen 7 i S nazywamy przeksztalcenie ST otrzymaneJ

Poniewaz iloczyny przeksztalcen ST i T'S okreslaja na ogol rozne przeksztalcenia
(o czym wiemy z nauki o funkcjach, bowiem sktadanie funkcji nie jest przemienne), nie jest
wiec obojetna kolejno$¢ liter w oznaczeniu
ztozenia przeksztalcen. Pamigtajmy zatem, ze
kolejno$S¢ jest nastgpujaca: jako pierwsze
zapisujemy przeksztalcenie pOzniejsze, a na
drugim miejscu przeksztatcenie wezeSniejsze.

W przeksztalceniu opisanym w przykla-
dzie 1. kazdy punkt P' plaszczyzny odpowia-
da tylko jednemu jej punktowi P, ktorego jest
obrazem; wystarczy w tym celu poprowadzi¢
prosta OP' (ryc. 7.11) i odlozy¢ na niej od
punktu O odcinek o dlugosci OP' po prze-
ciwnej stronie punktu O niz punkt P'. Koniec
tego odcinka jest szukanym punktem P. Ryc. 7.11.

Podobne jest przeksztalcenie z 2. przyktadu. Laczac dowolny punkt P' okregu z jego
srodkiem O, otrzymujemy w przecigciu odcinka OP' z brzegiem czworokata ABCD wpisa-
nego w ten okrag tylko jeden punkt P, ktérego obrazem w opisywanym przeksztalceniu
jest punkt P'.

Przeksztalcenia podane w tych przyktadach nazywamy odwracalnymi.

1

(@Y

Przeksztalcenie 7 figury F na F' nazywamy odwracalnym, gdy kazdy punkt P' figury /"' jest \
obrazem tylko jednego punktu P figury F.

Przeksztalcenie odwrotne do
przeksztalcenia 7' oznaczaC be- F'
dziemy przez T7'. Jest zatem T
oczywiste, ze (T~') =T, to zna-
czy: przeksztalceniem odwrotnym
do przeksztatcenia 7' jest prze-
ksztatcenie T (ryc. 7.12). Widzimy
tez, ze dla dowolnego punktu P fi-
gury F zachodzi (T™'T)(P)=P
oraz dla dowolnego punktu P' Ryc. 7.12.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

figury F' zachodzi (TT'I) (P")= P Stad, a takze z definicji iloczynu przeksztalcen wynika
wniosek:
Whiosek. Iloczyn przeksztalcenia 7 i przeksztalcenia do niego odwrotnego 7" jest prze-
ksztafceniem tozsamosciowym: 7' T=1 .

Podobnie 777'=1,.

Pytania i zadania

1. Podaj znaczenie nastepujacych pojec:
a) punkt staly przeksztatcenia,
b) przeksztalcenie tozsamosciowe,
¢) illoczyn przeksztatcen,
d) przeksztatcenie odwracalne.

2. Czy sktadanie przeksztalcen jest przemienne czy faczne? Odpowiedz uzasadnij.

3. Dany jest punkt O na plaszczyznie. Przeksztalcenie T plaszczyzny okreslamy nastepuja-
co: obrazem punktu P plaszczyzny w tym przeksztalceniu jest taki punkt P', ze PO=0P.
a) Wyznacz obrazy kilku punktow plaszczyzny w tym przeksztatceniu.
b) Czy przeksztalcenie to jest wzajemnie jednoznaczne? Odpowiedz uzasadnij.

4. Dany jest punkt A na plaszczyznie. Zbadaj, czy przyporzadkowanie dowolnemu punk-
towi P takiego punktu P', ze AP+ AP' = 2, jest przeksztalceniem.

5. Znajdz wszystkie punkty stale przeksztalcenia, w ktérym obrazem punktu P = (x;y)jest

punkt:
a)P' =(x+1Ly+2);
b) P'=(2x—1;3y—2);
c) P =(~x;y).
6. Znajdz iloczyn przeksztatcen 7' 17, jesli:
a) (%) —— (=xy + 1), (1) —— (2x5y);
b) (x;y) —— (x;—y),(x;y) —— (~xy);
¢) (1) —— (y;x), (%) —— (2x;y +2).

3. Przeksztatcenia izometryczne

Wsrod przeksztalcen geometrycznych na szczegdlng uwage zastuguja te, ktore zachowu-
ja odlegtosci punktéw. Przeksztalcenia te nazywamy izometrycznymi lub izometriami. Sto-
wo izometria pochodzi z greki: isos oznacza ,,ro6wny”, ,jednakowy”, za§ metron — ,,miara”.

Przeksztalceniem izometrycznym figury F' na figure F'' nazywamy takie przeksztaitcenie F
na I, w ktorym odlegtos¢ obrazéw dwoch dowolnych punktow figury F jest rowna odle-
glosci tych punktow.

Przeksztalcenie izometryczne plaszczyzny na plaszczyzne nazywamy krotko izometrig.
W dalszych rozwazaniach izometri¢ oznaczac bedziemy literg /.
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3. Przeksztatcenia izometryczne

Jesli zatem [ jest izometrig
oraz [(A)=A"iI(B)=B to
A'B' = AB (ryc. 7.13).

Najprostszy przykiad izo-
metrii to przeksztalcenie toz-
samosciowe plaszczyzny, gdyz
w przeksztatceniu tym kazdy
punkt jest swoim obrazem.
Izometri¢ t¢ oznacza¢ bedzie-
my przez [ .

Ponadto zauwazmy, ze izometria jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym
plaszczyzny na ptaszczyzne; nie moze si¢ bowiem zdarzy¢, aby pewne rézne punkty mialy
w izometrii ten sam obraz (odleglo$¢ obrazow tych punktéw bytaby wtedy rowna zeru!).
Do kazdej izometrii ] istnieje wiec przeksztalcenie odwrotne 7, ktore tez jest izometrig.

Rzeczywiscie, dla dowolnych punktéw A i B (ryc. 7.14):

A=1(A) = I[''(A)=A I
i /\ A'=1(A)
B'=1(B) < I '(B)=B5, A
-1
oraz oczywiscie: !
IY(AY (B =AB. !
_ B'=1I(B)
Nietrudno spostrzec, ze prze- B
ksztalcenie zlozone z izometrii 1!
jest takze izometrig. Ryc. 7.14.

Istotnie, niech A i B beda
dowolnymi punktami plaszczyzny, A'i B' — odpowiednio ich obrazami w izometrii / , za$
A"1B" - obrazami punktéw A'i B'w izometrii /, (rys. 7.15):

1211
I, I
B /\. :
B'"=1I,(B)=LI1,(B
B‘:II(B) 2( ') 21( )

o A"=1,(A)=DL1(A)

Ryc. 7.15.
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

A"=1,(A")=1,(I,(A))=1,1(A) oraz B"=1,(B")=1,(I,(B))=1,1,(B),
przy tym A"B" = AB,bo A"B" =A'B'i A'B' = AB.
Prawdziwe jest zatem nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie

Do kazdej izometrii / istnieje przeksztalcenie odwrotne 7, ktore takze jest izometria.
Zlozenie izometrii jest izometria.

Pytania i zadania

1. Co to jest izometria?

2. Czy izometria jest przeksztalceniem odwracalnym? Odpowiedz uzasadnij.

3. Czy zlozenie izometrii jest izometrig? OdpowiedzZ uzasadnij.

4. Czy przeksztalcenie tozsamosciowe plaszczyzny jest izometrig? OdpowiedzZ uzasadnij.

5. Na plaszczyZnie dane sg polproste OA~ i OB . Dowolnemu punktowi P polprostej
OA™ przyporzadkowujemy punkt P' polproste;j OB tak,ze OP = OP". Czy opisane prze-
ksztalcenie potprostej OA  na pOlprosta OB jest przeksztalceniem izometrycznym?
Odﬁowiedi uzasadnij.

6. Na plaszczyznie dane sg odcinki AB i1 CD o réwnych dtugosciach. Kazdemu punktowi P
odcinka AB przyporzadkowujemy taki punkt P' odcinka CD, ze P'D = PA. Czy opisane
przeksztalcenie odcinka AB na odcinek CD jest przeksztalceniem izometrycznym?
Odpowiedz uzasadnij.

7. Sprawdz, czy przeksztalcenie, ktore punktowi P = (x;y) przyporzadkowuje punkt P/,
jest izometria, jesli:

Q) P'=(x—Ly+1) bYP'=(-x;=y), P =(yx+l)
d) P =(|x[y); ¢) P'=(x;2)

8. Podaj przyklad przeksztalcenia nieizometrycznego prostej [ na prosta /, w ktorym ob-
razy kazdych dwoch punktow prostej / odleglych o 1 sa tez odlegte o 1.

4. QObrazy figur w izometrii

Omawiajac przeksztalcenia geometryczne i podajac ich przykiady, rozpatrywaliSmy
obrazy niektorych figur w tych przeksztatceniach. Nie inaczej bedzie i tym razem.

Zacznijmy od zbadania obrazu odcinka w dowolnej izometrii. Postawmy wiec od razu
nastgpujacy problem:
Problem. Dany jest odcinek AB i obrazy A'i B'jego kon-
cow A i Bw pewnej izometrii I. Czy obrazem odcinka AB
w tej izometrii jest odcinek A'B'"?
Rozwigzanie:

Mamy: A'=1(A), B'=1(B).

Niech P bedzie dowolnym punktem odcinka AB (ryc.
7.16), czyli niech P € AB, za$ P' niech bedzie obrazem
punktu P w izometrii /, czyli P' = [ (P).
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5. Punkty state izometrii

Poniewaz:

PeAB < AP+PB=AB (zdefinicji odcinka),
= AP'+PB'=AB" (bol jestizometrig),

— P'€AB' (zdefinicji odcinka),

wigc rzeczywiscie P € AB < P' € A'B', co oznacza, ze obrazem kazdego punktu odcin-
ka AB jest punkt odcinka A'B'i kazdy punkt odcinka A'B' jest obrazem pewnego punktu od-
cinka AB.

Rozwiazujac postawiony problem, wykazaliSmy co$ wigcej niz tylko to, ze obrazem od-
cinka w dowolnej izometrii jest odcinek. Udowodnilismy ponadto, ze jezeli jaki$ punkt le-
zy migdzy dwoma innymi punktami na prostej, to jego obraz w dowolnej izometrii lezy
miedzy obrazami tych dwoch punktéw w obrazie tej prostej (ryc. 7.16). Stad wynika takze
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Obrazem prostej w dowolnej izometrii jest prosta.

Podobnie mozna udowodnic, ze w dowolnej izometrii:
— obrazem potprostej jest polprosta;
— obrazem okregu (kota) jest okrag (kolo) o promieniu tej samej dtugosci;
—obrazem kata — kat, ktérego ramionami sa obrazy ramion, a wne¢trzem — obraz wnetrza
kata.
Ponadto kazda izometria zachowuje ksztalt figur, ich wypuktos¢ oraz uporzadkowanie
punktow na proste;j.

Pytania i zadania %\%
1. Udowodnij, ze w dowolnej izometrii:

a) obrazem §rodka odcinka jest Srodek jego obrazu;

b) obrazem prostej jest prosta;

¢) obrazem okregu (kofa) jest okrag (kolo) o promieniu tej samej dtugosci;

d) obrazem figury wypukfej jest figura wypukla;

e)" dwie proste przecinajace si¢ przeksztalcajg sie na dwie proste przecinajace sie,

a dwie proste rownolegle — na dwie proste rownolegte;
f)” obrazem trojkata jest trojkat o bokach odpowiednio tej samej diugoSci.

9. Punkty state izometrii

W przeksztalceniach geometrycznych moga wystgpowac punkty state, czyli takie, kto-
re w tych przeksztalceniach sg swoimi obrazami. Rozwazajac izometrie, bedziemy roz-
strzygac nie tylko to, czy maja one punkty stale, ale takze to, ile ich majg. W tym celu
udowodnimy wazne twierdzenia.
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

Twierdzenie 1.

Jezeli izometria ma dwa punkty stale, to kazdy punkt prostej wyznaczonej przez te
punkty jest punktem stalym tej izometrii.

(J Dowod. Niech dwa punkty A i B beda punktami stalymi izometrii. Wtedy obrazem pro-
stej AB jest w tej izometrii ta sama prosta, gdyz izometria zachowuje wspoiliniowo$¢ punk-
tow iich uporzqdkowanie na prostej. Obrazem
poiproste] AB™ jest w tej izometrii polprosta

AB , a potprostej uzupelnla]qce]AB —ta sa- p potprosta AB™
ma poOlprosta uzupelniajaca, za§ obrazem  Pélerost A B

. . . . uzupetniajaca AB~
punktu P ktorejkolwiek z nich — punkt P' tej

potprostej oddalony od A o AP, a wigc ten sam

Ryc. 7.17.
punkt P (ryc. 7.17). O ¥

Twierdzenie 2.

Jezeli izometria ma trzy niewspoétliniowe punkty state, to kazdy punkt ptaszczyzny jest
punktem stalym tej izometrii (jest ona przeksztalceniem tozsamoSciowym).

(J Dowdd. Niech trzy niewspotliniowe punkty
A, B, C beda punktami stalymi izometrii /.
Wtedy (zgodnie z twierdzeniem 1.) kazdy P
punkt kazdej z prostych AB, BC'i CA jest punk-
tem stalym tej izometrii (ryc. 7.18). L B

Niech P bedzie dowolnym punktem nielezg-
cym na zadnej z tych prostych. Przez punkt P A
poprowadzmy prosta przecinajaca proste AB
i CA odpowiednio w roznych punktach K'i L.

Poniewaz punkty K i L s3 stale w izometrii /, wigc kazdy punkt prostej KL tez jest punk-
tem stalym tej izometrii. Wobec tego punkt P nalezacy do prostej KL rowniez jest punk-
tem stalym izometrii 7. O

Z. udowodnionego twierdzenia wynika bardzo wazny wniosek:

Whiosek. Dwie izometrie zgodne w trzech niewspotliniowych punktach sa zgodne w kaz-
dym punkcie (czyli sg identycznymi przeksztalceniami).

Ryc. 7.18.

Dowdd. Niech A, B, C beda trzema niewspoiliniowymi punktami, za$ /, i /, takimi izo-
metriami, ze:
1,(A)=1,(A), 1,(B)=1,(B), I,(C)=1,(C). §
Pomewaz 1,11, sa izometriami, wigc przeksztalcenie 7, [, tez jest izometrig, gdyz I,

jest izometrig oraz zlozenie izometrii jest izometrig.
Ponadto zachodza rownosci:

~-1 -1
I 1(A) =1, 1,(A)=A,
-1 -1
1,'1,(B)=1,'1,(B)=B,
-1 -1
1,'1,(C)=1,"1,(C)=C,
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6. Przystawanie figur

wiec niewspolliniowe punkty A, B, C sa punktami statymi izometrii / ; I,. Zatem jest ona
. . L. | . . . s .
przeksztatceniem tozsamosciowym, czyli /, [, =1, stad wynikaja rownosci:

[2:[2]0:[2<15111>:(1212_1>11:]o]1:[1

02

— 1 ostatecznie rownoS¢ [, = I, ktora konczy dowdd wniosku. @
Whiosek ten wyraza tre$¢ twierdzenia zwanego twierdzeniem o doskonalej jednorod-
noSci ptaszczyzny.

Twierdzenie 3.
Jezeli punkty A, B, C sa niewspotliniowe, zas A, B', C' - takie, ze A'B' = AB, B'C'=BC,
C'A' = CA, to istnieje tylko jedna izometria, w ktorej obrazami punktéw A, B, C sa odpo-
wiednio punkty A', B', C".

Jest ono, obok twierdzenia o strukturze izometrii (o ktérym bedzie mowa nieco poz-
niej), najwazniejszym twierdzeniem o izometriach plaszczyzny. Pozwala bowiem w prosty
sposob identyfikowa¢ dwa przeksztalcenia izometryczne, z pozoru rozne. Wystarczy wy-
bra¢ dowolne (a zatem najwygodniejsze dla weryfikujacego je) trzy niewspotliniowe punk-
ty 1 sprawdziC, czy oba przeksztalcenia sa zgodne w tych punktach.

6. Przystawanie figur

Gdy patrzymy na pewne figury, zazwyczaj bez trudu potrafimy ocenié, czy sa one przy-
stajace, czy tez nie. Kierujemy si¢ wowczas intuicja i za przystajace uznajemy figury, ktore
wydaja si¢ jednakowe i rowne, na przyktad: dwa odcinki o tej samej dtugosci, dwa okregi
(kota) o rownych promieniach, dwa kwadraty o boku tej samej dtugosci (ryc. 7.19).

Geometryczne przystawanie figur opiera si¢ na pojeciu izometrii.

Ryc. 7.19.

figur na druga.

{Dwie figury nazywamy przystajacymi, gdy istnieje izometria przeksztalcajaca jedna z tych]

Przystawanie figur F' 1 G zapiszemy nastepujaco: F = G.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Z powyzszej definicji i z wlasno$ci izometrii wynikaja nastepujace wnioski:
Whiosek 1. Kazda figura przystaje do siebie:

F=F.

Rzeczywiscie, izometrig przeksztalcajaca figure na siebie jest przeksztalcenie tozsamo-
sciowe.

Whiosek 2. Jezeli figura F przystaje do figury G, to G przystaje do F.

Symbolicznie zapiszemy to tak:

F=G = G=F.

Istotnie, z przystawania figury F do figury G wynika istnienie izometrii Z, w ktorej figu-
ra F przeksztalca si¢ na figure G. Ale wowczas w przeksztalceniu odwrotnym / “'do izo-
metrii / (bedacym takze izometrig) obrazem figury G jest figura F. To za$ oznacza
przystawanie figury G do figury F.

Whiosek 3. Jezeli figura F przystaje do figury G i figura G przystaje do figury H, to F przy-
staje do H. Zapisujemy to nast¢pujgco:

F=GANG=H = F=H.

Faktycznie, skoro F=G i G=H, to istnieja izometrie [, i I, takie, ze G=1,(F)
iH=1,(G). Stad H=1,(G)=1,(I (F))=1,1 (F). A zatem istnieje izometria (jest nig
1,1)) przeksztalcajaca figure F na figur¢ H, co dowodzi przystawania [ do H.

Jesli wiemy, ze dwa odcinki sg przystajace, mozemy bez trudu wykazac, iz majg one row-
ne diugosci (izometria zachowuje odlegtosci punktéw). Udowodnijmy teraz fakt odwrotny:
Jezeli dwa odcinki maja rowne dlugosci, to sg przystajace.

Niech AB i CD bedg odcinkami, ktore majg rowne diugosci (ryc. 7.20).

A4 M, M, M B C N, N, N D
Ryc. 7.20.

Rozwazmy teraz przeksztalcenie 7 odcinka AB na odcinek CD, w ktorym punkty A i B
odwzorowuja si¢ odpowiednio na punkty C i D, dowolny za$ punkt wewngtrzny M odcin-
ka AB przeksztalca si¢ na taki punkt N odcinka CD, ze AM = CN (ryc. 7.20).

Oczywiscie punkt N jest punktem wewngtrznym odcinka CD, gdyz M jest punktem we-
wnetrznym odcinka AB. Ponadto w przeksztalceniu 7'kazdemu punktowi wewngtrznemu N
odcinka CD odpowiada punkt M taki, ze AM = CN. Przeksztalcenie T jest wigc odwracal-
ne. Poniewaz dla dowolnych punktéw M i M, odcinka AB i ich obrazow N i N, zachodza
rOwnosci:

M M,=AM,-AM ,=CN,-CN =N N,,

wiec T jest przeksztatceniem izometrycznym. Skoro 7' (AB) = CD i T jest izometrig, wigc
odcinki AB i CD sa przystajace.

Pytania i zadania

1. Jakie figury nazywamy w geometrii przystajgcymi?
2. Wymien przyktady figur przystajacych.
3. Podaj wnioski wynikajace z definicji przystawania figur.
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7. Symetria osiowa i jej wiasnosci

7. Symetria osiowa i jej wtasnosci

Wiemy juz, ze jezeli izometria ma dwa punkty stale, to kazdy punkt prostej wyznaczo-
nej przez nie jest punktem stalym tej izometrii. Zastanowmy si¢, czy istnieje taka izome-
tria, ktora nie jest przeksztalceniem tozsamosciowym plaszczyzny i ma co najmniej dwa
punkty state. Jezeli za$ istnieje, to ile jest takich izometrii?

Ryc. 7.21.

Istnienie takiego przeksztalcenia nietrudno zademonstrowac. Wystarczy sobie wyobra-
zi¢ skladanie pokrytej punktami kartki papieru na p6t. Pewne punkty tej kartki beda sie
wowczas nakltadac, inne nie (ryc. 7.21). Te, ktore si¢ naktadaja, przyporzadkowujemy sobie
wzajemnie. Dlatego mozliwo§¢ takiego przeksztalcenia geometrycznego plaszczyzny (uzy-
skanego na modelu sktadanej kartki) przyjmujemy jako pewnik:

—

Majac dane dwa punkty plaszczyzny, mozemy przeksztalcic jg na siebie izometrycznie i nie-
tozsamoSciowo w taki sposob, ze punkty te beda punktami stalymi tego przeksztalcenia.

Aby uzyska¢ odpowiedZ na pytanie, ile jest takich przeksztalcen, przesledzmy kon-
strukcj¢ obrazu punktu w przeksztalceniu izometrycznym i nietozsamosSciowym, ktore
oznaczmy litera S. W tym celu rozwiazmy nast¢pujacy problem:

Problem. Dane sg takie dwa punkty AiB, ze S(A)=A1S(B)= B, oraz punkt P nielezgcy
na prostej AB. Skonstruuj punkt P' = S (P).
Rozwigzanie:

Poniewaz S jest izometria, wiec P'A = PA
i P'B=PB. Wobec tego P'=S(P) jest punk-
tem wspoOlnym okregow o Srodkach A i B
10 promieniach dlugosci odpowiednio PA i PB
(ryc. 7.22). Okregi te przecinaja si¢ w dwoch
punktach, gdyz |AP-PB|<AB<AP+PB
(punkty A, B i P nie sg wspolliniowe). Punkty
przeciecia si¢ tych okregdw leza, oczywiscie,
po roznych stronach prostej AB. Jednym z nich jest punkt P, wigc punkt P'jest tym dru-
gim. (P'nie moze pokrywac si¢ z P, gdyz S nie jest przeksztalceniem tozsamosciowym).

Opisana konstrukcja stanowi dowdd, ze nie moze by¢ dwoch réznych przeksztalce
izometrycznych i nietozsamoSciowych plaszczyzny o punktach stalych A i B. Wszystkic

Ryc. 7.22.
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Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

bowiem takie przeksztalcenia przypo-

P=S(P)

rzadkuja punktowi P ten sam punkt P

-1
skonstruowany w powyzszy sposob. Te je- § =5
dyng nietozsamo$ciowa izometri¢ majaca

dwa punkty state A i B nazywamy symetrig A =S(A4) B = S(B)
wzgledem prostej AB. Zauwazmy tez, ze
przeksztalceniem odwrotnym do tej sy-
. P'=S(P)
metrii jest ona sama (ryc. 7.23).
Ryc. 7.23.

o

Symetrig wzgledem prostej a nazywamy takie przeksztalcenie izometryczne i nietozsamo-
Sciowe plaszczyzny na siebie, w ktorym wszystkie punkty prostej a sa stafe.

Prosta a nazywamy osig symetrii, za$ symetri¢ wzgledem prostej okresla si¢ tez mia-

nem symetrii osiowej.

Symetri¢ osiowa o osi a oznacza¢ bedziemy symbolem S .
Rozwigzujac postawiony problem, udowodniliSmy nastepujace twierdzenie:

%

1. Jedyna nietozsamoS$ciowa izometria o dwoch punktach stalych A i B jest symetria wzgle-
dem prostej AB.

2. Symetria S, przeksztalca wzajemnie jednoznacznie kazdg z potplaszczyzn o krawedzia na
uzupelniajaca ja potplaszczyzne.

3. Przeksztalceniem odwrotnym symetrii osiowej S jest ta sama symetria, to znaczy: S ; =5

Twierdzenie

a
J

wszystkie wlasnosci kazdej izometrii. Punkt P, beda-
cy obrazem punktu P w symetrii wzgledem prostej a,
nazywamy symetrycznym do P wzgledem prostej a,

cO

tryczne wzgledem prostej a, leza na prostej prosto-
padlej do a, natomiast Srodek odcinka PP'lezy na ™
prostej a (ryc. 7.24).

Poniewaz symetria osiowa jest izometrig, wi¢c ma

zapisujemy: P' =S _(P).
Oczywiscie P'=S (P) < P=S,(P").
Widzimy zatem, ze punkty P i P', ktore sg syme-

DA VAR VA

Ryc. 7.24.

Y’%\R Pytania i zadania

1.

2.
3.
4.
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Wyjasnij, co to jest symetria osiowa. Jakie ma ona wtasnosci?

Podaj konstrukcje¢ obrazu punktu w symetrii osiowej.

Wykresl obraz danego odcinka AB w symetrii wzgledem danej prostej a.

Dany jest trojkat ABC. Skonstruuj jego obraz w symetrii wzgledem prostej a:

a) przechodzacej przez jeden z wierzchotkow i Srodek przeciwleglego boku tego trojkata,
b) przechodzacej przez srodki dwoch bokow tego trojkata.



8. 03 symetrii figury. Figury osiowo symetryczne

5. Dane sg punkty A, B, C. Punkty A i B sg symetryczne wzgledem pewnej prostej a. Skon-
struuj obraz punktu C'w symetrii S .

6. Wykaz, ze przeksztalcenie, ktore punktowi P=(x;y) przyporzadkowuje punkt
P'=(=x;y), jest symetriag wzgledem osi OY uktadu XOY.

7. Wykaz, ze przeksztalcenie, ktére punktowi P=(x;y) przyporzadkowuje punkt
P'=(x;—y), jest symetrig wzgledem osi OX uktadu XOY.

8. Dane sa punkty P i P'. Wykresl prostg a taka, aby S, (P)=P".

9. Wymien wiasnoSci symetrii osiowej, ktore ma kazda izometria.

10. Narysuj obraz okregu w symetrii wzgledem proste;j:

a) przechodzacej przez Srodek tego okregu,
b) nieprzechodzacej przez Srodek tego okregu.

11". Wykaz, ze przeksztalcenie, ktore punktowi P=(x;y) przyporzadkowuje punkt
P'=(y;x), jest symetrig osiowa. Wyznacz rownanie osi tej symetrii.

12. Dany jest czworokat ABCD, gdzie A=(-3;1), B=(3;1),C=(-1;4)i D=(1;4). Wy-

znacz obraz tego czworokata w symetrii z zadania 11.

13". Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C. Niech
A'=S5,.(A),B'=S.,(B), C'=S,,(C). Udowodnij, ze pole trojkata A'B'C" jest trzy
razy wicksze od pola trojkata ABC.

14. Dany jest trojkat ABC i punkt P wewnatrz tego trojkata. Niech P, =S, .(P), P,= S, (P),

P,=S ., (P). Wykaz, ze obwod szesciokata P, BP, AP, C réwny jest 2 (PA + PB + PC).

15", Na dwusiecznej kata zewnetrznego C trojkata ABC obrano punkt M rézny od C.

Udowodnij, ze MA + MB > CA + CB. _

16"". Dana jest prosta [ i punkty A i B po jej jednej stronie. Znajdz na proste;j [ taki punkt P,

aby suma AP + PB byla najmniejsza.

8. 0s symetrii figury. Figury osiowo symetryczne

Wsrdd figur geometrycznych sa takie, ktdre w pewnej symetrii osiowej przeksztalcaja
si¢ na siebie.

i1

um—

Figure, ktora w symetrii wzgledem prostej a przeksztalca si¢ na siebie, nazywamy figura
osiowo symetryczna, a prosta a — jej osia symetrii.

Na przyktad:

— prosta jest figura osiowo symetryczna; jej 0sig sy-

metrii jest zaréwno ta prosta, jak rowniez kazda

prosta do niej prostopadta; N —
—odcinek jest figura osiowo symetryczna (co jest je- \/

g0 osig symetrii?);
— okrag (koto) jest figura osiowo symetryczng — je- - \

go osig symetrii jest kazda prosta przechodzaca

przez jego Srodek (ryc. 7.25); Ryc. 7.25.
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VII. Przeksztafcenia geometryczne ptaszczyzny

— figura bedgca suma mnogosciowg figur F i G symetrycznych wzgledem danej prostej a

(ryc. 7.26) jest figura osiowo symetryczng — jej osig symetrii jest prosta a;

trojkaty ABC i ABD, w ktorych AC=AD i BC=BD (ryc. 7.27) sa do siebie symetryczne
wzgledem prostej AB — prosta AB jest osig symetrii ich sumy mnogosciowej, to jest czwo-
rokata ACBD. Czworokat, w ktorym dwie pary kolejnych bokdéw maja rowne dlugosci,
nazywa si¢ deltoidem.

a A
E G Ce D
22]
Ryc. 7.26. Ryc. 7.27.

%& Pytania i zadania

1.
2.
3.

Wyjasnij, jaka figure nazywamy osiowo symetryczng.

Co to jest oS symetrii figury?

Podaj przyktady figur osiowo symetrycznych majacych:

a) jedng o§ symetrii,

b) dwie osie symetrii,

c) trzy osie symetrii,

d) cztery osie symetrii,

e) nieskonczenie wiele osi symetrii.

Wykaz, ze jezeli trojkat ma jedng o symetrii, to jest rOwnoramienny.

Udowodnij, ze jezeli trojkat ma dwie osie symetrii, to ma jeszcze jedng o$ symetrii.

6". Wykaz, ze jezeli czworokat ma 0§ symetrii, to albo w czworokat ten mozna wpisaé

okrag, albo czworokat ten mozna wpisaé w okrag.

Napisz rownania osi symetrii kwadratu ABCD, gdzie A= (-1; 1), B=(1;-1),C=(1;1),
D=(-1;1).

Napisz rownania osi symetrii odcinka AB, jesli A= (3;0)i B=(0;3).

Skonstruuj czworokat ABCD, majac dane jego boki i wiedzac, ze prosta AC jest 0sig sy-
metrii kata BAD.

9. Przystawanie trojkatow

Rozwazmy trojkat ABC i przeksztatémy go w pewnej izometrii /. Niech obrazami punk-

tow A, B, C w tej izometrii beda odpowiednio punkty A', B', C' (ryc. 7.28). Oczywiscie s3
one takze wierzchotkami pewnego trojkata (dlaczego?), ktdry jest przystajacy do trojkata
ABC (dlaczego?).
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9. Przystawanie trojkatow

Ryc. 7.28.

B

Boki A'B', B'C'i C'A' trojkata A'B'C" sa w izometrii / obrazami odpowiednio bokow

AB, BC'i CA trojkata ABC, wiec:
(x)AB=A'B', BC=B'C' i CA=C'A),
(xx)<A=<A", <B=<B' 1 <C=<C|,

co wynika z wlasnosci kazdej izometrii. Zatem jesli dwa trdjkaty sa przystajace, to ich od-
powiednie boki sa rowne i odpowiednie katy sa rOwne.

Powstaje pytanie, czy aby stwierdzi¢, ze trojkaty ABC i A'B'C' sg przystajace, muszg
zachodzi¢ wszystkie rownosci (+) i (+*), czy tez wystarcza tylko niektore z nich. Odpowiedz
na to pytanie sformutujemy w postaci twierdzen okreslajgcych warunki dostateczne na to,
aby dwa trojkaty byly przystajace. Warunki te nazywamy cechami przystawania trojkatow.

Pierwsza cecha przystawania trojkatow
Oznaczac ja bedziemy krotko: BBB.

Twierdzenie 1.

Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli maja po trzy boki odpowiednio rowne.

(J Dowod. Niech ABC i A'B'C' beda takimi trojkatami, ze:

AB=A'B,BC=B'C'iCA=C'A

Aby wykazac, ze trojkaty te sg przystajace, co zapisujemy AABC = AA'B'C', znajdzmy
izometrie 7, ktora przeksztatca trojkat ABC na trojkat A'B'C', a dokladniej — takg, aby:

I(A)=A,I(B)=B,I(C)=C"

Zrobimy to w kilku krokach, skfadajac syme-
tric osiowe. Wskazmy najpierw taka izometrig¢ /,
ktora punkt A przeksztalca na punkt A'.

Rozwazmy symetri¢ osiowa S , ktorej osig a
jest symetralna odcinka AA' (jesli A =A", wow-
czas za a nalezy obra¢ dowolng prosta przecho-
dzaca przez A) (ryc. 7.29). Wtedy:

S,(A)=AS,(B)=B,S,(C)=C,

Jesli okazaloby sie, ze B=B' i C=C,
wowczas nie tylko S (A)=A', ale takze
S,(B)=B'iS, (C)=C"izaposzukiwang izome-
trie / moglibySmy przyjac symetrie S

=S .

By

Ryc. 7.29.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Niech wigc B # B'. Wow-
czas obieramy taka prostg b,
aby w symetrii S, punkt A' byt
staly, za$ B, przeksztalcil si¢
na B’

Wystarczy przyjaé za b
(ryc. 7.30) symetralng odcinka
B, B'. Oczywiscie b przechodzi
przez A', bo AB=A'B =A'B};
ponadto:

5,5,(4)=5,(A) = A"
S,8,(B)=S,(B,)=B,
$,5,(C)=$,(C})=C,

Gdyby C,=C', wtedy
oprocz rownosci S, S (A)=A'
i S,5,(B)=B" mielibysmy
takze rownos¢ S, S (C)=C"
1 poszukiwang izometrig / by-
taby S, S :

I=5§,S,.

Niech zatem C,#C"
Wowczas obieramy taka pro-
stg ¢, aby w symetrii S punkty
A'1 B'byly stafe, za$ punkt C,
przeksztalcil si¢ na punkt C".
Jesli przyjmiemy za ¢ syme-
tralng odcinka C,C' (ryc.
731), wtedy S _(A")=A'
iS_.(B')=B', bo c przechodzi
przez punkty A'i B', co wyni-
ka z rownosci A'C,=A'C'
iB'C,=B'C', a ponadto oczy-
wiscie S_(C,) = C". Ostatecz-
nie otrzymamy réwnosci:

Ryc. 7.30.

Ryc. 7.31.

5.5,5,(A)=5,5,(A) =5 (A) = A
S.5,S,(B)=S.S,(B,)=S,(B")=B,
S.5,8,(C)=S,S,(C,)=S.(C,)=C,

z ktorych wynika, ze szukang izometrig / jest S_S, S

[=5.5,S..

Dowdd twierdzenia zostat zakoniczony. (J
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9. Przystawanie trojkatow

Druga cecha przystawania trojkatow
Oznaczac ja bedziemy krotko: BKB.

Twierdzenie 2.
Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli maja po dwa boki odpowiednio réwne i po kacie
mig¢dzy nimi zawartym takze rOwnym.

To znaczy, ze jeSli AB = A'B, C
AC=A'C" i <A=<A" (ryc. C'
7.32), to trojkaty ABC1 A'B'C' B q
sa przystajace.
A B

Trzecia cecha przystawania trojkatow
Oznaczac ja bedziemy krotko: KBK.

Twierdzenie 3.
Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli maja po jednym boku rownym i po dwa katy do nie-
go przylegajace odpowiednio rowne.

Jesli AB=A'B, <A=<A
i <B=<B'(ryc. 7.33), to trojkaty
ABC1A'B'C'sg przystajace.

Dowody twierdzen 2.1 3. prze-
prowadz samodzielnie.

Pytania i zadania

1. Kiedy dwa trojkaty sg przystajace?
2. Odioz dany kat wypukly, rézny od kata pdtpeinego, przy danej polprostej [ od jej po-
czatku O, po jednej stronie prostej zawierajacej polprosta /.
3. Udowodnij cechy przystawania trojkatow:
a) BKB; b) KBK.
4. Kiedy dwa trojkaty rownoboczne sg przystajace?
5. Udowodnij, ze dwa trojkaty prostokatne sa przystajace, jesli zachodzi jeden z poniz-
szych warunkow:
a) ich przyprostokatne sa odpowiednio rowne;
b) przyprostokatna i kat ostry do niej przylegly jednego trojkata sa rowne przyprosto-
katnej i katowi do niej przylegtemu drugiego trojkata;
¢) majg odpowiednio réwne: przeciwprostokatna i jedng przyprostokgtna;
d) majg odpowiednio rowne: przeciwprostokatna i kat do niej przylegajacy;
e¢) majg odpowiednio réwne: przyprostokatna i kat przeciwlegly.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne plaszczyzny

6. Na bokach AB, BC i CA trojkata rownobocznego ABC obieramy odpowiednio takie
punkty D, E'i F, ze AD = BE = CF. Udowodnij, ze trojkat DEF jest rownoboczny.

7. Na przedluzeniach podstawy BC trojkata rownoramiennego ABC obieramy takie
punkty D i E, ze BD = CE. Udowodnij, ze trojkat DEA jest rOwnoramienny.

8. Na jednej z dwoch prostych przecinajacych si¢ w punkcie O odktadamy od punktu O po
obu jego stronach rowne odcinki OA i OB, a na drugiej prostej rowne odcinki OC i OD.
Wykaz, ze trojkaty OBD i OAC sa przystajace.

9. Udowodnij, ze jezeli w trojkatach ABC'i A'B'C"'sg rowne: boki ABiA'B', katy Ai A'oraz
dwusieczne tych katow, to trdjkaty te sa przystajace.

10. Wykaz, ze jezeli w trojkatach ABC i A'B'C' sa rowne boki ABi A'B', AC i A'C' oraz

srodkowe AD i A'D', to trdjkaty te sg przystajace.

11. W trojkatach ABC i A'B'C"' zachodza réwnosci: AB=A'B', BC=B'C', <A=<A" Czy

stad wynika, ze trojkaty te sa przystajace?

12". Na bokach BC i CD réwnolegioboku ABCD zbudowano na zewnatrz trojkaty rowno-

boczne BCK i DCL. Udowodnij, ze trojkat AKL jest rtownoboczny.

10. Zastosowanie cech przystawania trojkatow do dowodzenia twierdzen

Przyjrzyjmy sie teraz, jak cechy przystawania tréjkagtéw mozna zastosowac¢ w dowodze-
niu znanych nam juz twierdzen.

Przyklad 1. Wykaz, ze jezeli w trojkacie dwa katy sa rowne, to trojkat ten jest rownoramienny.
Rozwiazanie:

Rozwazmy trojkat ABC, w ktdrym <A = <B. Opusémy N
wysokos$¢ CD tego trojkata (ryc. 7.34). Teraz widzimy, ze
AADC = ADBC, na mocy cechy KBK. Z przystawania tych
trojkatow wynika réwnos¢ bokéw AC i BC, ktora konczy T
dowdd rownoramiennosci trojkata ABC. A D B
Ryc. 7.34.

Przyklad 2. Udowodnij, ze jezeli w trapezie katy przy jed-
nej z podstaw sa rowne, to trapez ten jest rtOwnoramienny.
Rozwigzanie: D C

Niech ABCD bedzie trapezem, w ktorym
<A = <B. Poprowadzmy wysokosci DE i CF tego
trapezu (ryc. 7.35). Wowczas zauwazymy, ze troj-
katy prostokatne AED i FBC sa przystajace (cecha a 2\
KBK). Stad wynika rownos¢ bokéw AD i BC tego 4 E F B
trapezu. Jest on zatem rownoramienny. Ryc.7.35.

Przyktad 3. Udowodnij, ze jezeli trapez ma prze-
katne rownej diugosci, to jest rtownoramienny.
Rozwigzanie:

Niech ABCD bedzie trapezem, ktérego prze-
katne AC i BD sa réwnej diugosci (ryc. 7.36). Po- a B
prowadzmy wysokoéci DE i CF tego trapezu. Ryc. 7.36.
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10. Zastosowanie cech przystawania tréjkatow do dowodzenia twierdzen

Wowczas z przystawania trojkatow prostokatnych AFC i BED otrzymamy rownoS¢ odpo-
wiednio ich katow FAC i EBD. Ale katy te s3 jednoczesnie katami odpowiednio trojkgtow
ABC i ABD. Z przystawania tych trojkatow — cecha BKB — wynika rownoSc¢ ich bokow BC
i AD, ktora dowodzi rGwnoramiennosci tego trapezu.

Przyklad 4. Wykaz, ze w trojkacie odcinek faczacy srodki dwoch bokow jest rownolegly do
boku trzeciego i rowny jego polowie.
Rozwiazanie:

Rozwazmy trdjkat ABC i oznaczmy Srodki jego
bokoéw BC i CA odpowiednio przez A'i B'. Przediuz-
my odcinek B'A' poza punkt A' do takiego punktu
A", aby B'A' = A'A" (ryc. 7.37). Z przystawania troj-
katow BA'A"i B'A'C —cecha BKB — wynikaja:
—r6wnos¢ katéw A'BA" 1 A'CB' (a z niej rownole-

glo$¢ odcinkow BA"1 B'C),
— r6wnos¢ odcinkow BA"1 B'C.

Mamy zatem roOwnosci:

BA"=B'CiAB'=B'C,

z ktorych wynika rowno$¢ odcinkéw AB'i BA". Czworokat ABA"B' ma wigc przeciwlegte
boki AB'i BA" rownej dlugosci i rownolegle. Jest on réwnoleglobokiem. Zatem jego boki
AB i B'A" sg rownej dtugosci i rownolegte. Stad wynika réwnolegto$¢ odcinkow AB i B'A'
oraz rowno$¢ B'A' = > AB.

Ryc. 7.37.

Przyklad 5. Udowodnij, ze czworokat wypukly, ktorego przekatne majg wspolny Srodek,
jest rownoleglobokiem.
Rozwigzanie:

Oznaczmy wspdlny $rodek przekatnych AC
i BD czworokata ABCD przez O (ryc. 7.38). Za-
uwazmy, ze AAOB = ACODiABOC = AAOD - ce-
cha BKB - skad wynika réwno§¢ katow BAC
i ACD, ktora dowodzi réwnolegloéci bokow AB
i CD, oraz rownos$¢ katow ACB i CAD, ktora dowo-
dzi réwnoleglosci bokéw BC i AD. Czworokat
ABCD jest wiec rownoleglobokiem. Ryc. 7.38.

Pytania i zadania
1. Udowodnij, ze w kazdym trdjkacie rownoramiennym katy przy podstawie sg rowne.
2. Wykaz, ze w trapezie rOwnoramiennym:

a) katy przy kazdej podstawie sg rOwne,

b) przekatne sa rownej diugosci.
3. Dowiedz, ze rownoleglobok, ktorego przekatne sa prostopadle, jest rombem.
Wykaz, ze jezeli trojkat ma dwie Srodkowe rownej dtugosci, to jest rownoramienny.
5. Udowodnij, ze jezeli trojkat ma dwie wysokosci rowne, to jest rOwnoramienny.

&
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

6. Udowodnij, ze jezeli w trojkacie dwa boki sa rdznej diugosci, to naprzeciw dluzszego
z nich lezy wigkszy kat.

7. Udowodnij, ze jezeli w trojkacie dwa katy nie sa rowne, to naprzeciw wiekszego z nich
lezy dtuzszy bok.

8. Z punktu P poprowadzono do danego okrggu dwie styczne. Udowodnij, ze odcinki
tych stycznych, od punktu P do punktéw stycznosci, sg rownej dtugosci.

9". Na plaszczyznie dane sg trzy przystajace okregi, przecinajace sic parami i majace jeden
punkt wspolny P. Udowodnij, ze okrag przechodzacy przez punkty wspolne tych okre-
gow, rozne od P, jest przystajacy do tych okregdow.

11. Przesunigcie rownolegte

Niech dany bedzie na plaszczyznie wektor .

Przeksztatcenie pl_a§zczyzny na plaszczyzne, w ktorym obrazem dowolnego punktu P jest
taki punkt P',ﬁ ze PP' =y, nazywamy przesunieciem réwnoleglym lub translacja plaszczy-
zny o wektor u.

Translaqf; plaszczyzny 0 wektor u (ryc. 7.39) oznaczac bedziemy symbolem 7. Tak wigc:
=T:(P) < PP =u.

/a"
/P|
P
Ryc. 7.39.

Gdy wektor it = 6, punkt P'pokrywa si¢ z punktem P; translacja jest wtedy przeksztalce-
niem tozsamoSciowym. Rzeczywiscie, dla kazdego punktu P z okreSlenia translacji wynika:

o > > L >

P=T-(P) < PP=u < u=0, gdyz PP=0.

Z definicji translacji wynika rowniez, ze kazdym dwom r6znym punktom P i Q przypo-
rzadkowuje ¢ ona rozne punkty P'i Q" Do tran§laql T, 1stnle]e wiec przeksztalcenie od-

wrotne (T) ktore jest translacja o wektor —u (przeciwny do u)
Zatem: (T) =T ..

Wszystkim wektorom rOwnym danemu wektorowi " (ryc. 7.40)

/ﬁ' /
/
//

odpowiada jedno i to samo przesunigcie réwnolegle 7. Wektorowi swobodnemu odpo-
wiada wigc przesunigcie rownolegle i na odwrot: kazde przesuniecie réwnolegte odpowia-
da tylko jednemu wektorowi swobodnemu.
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11. Przesunigcie rownolegle

Twierdzenie 1.

Translacja ptaszczyzny jest izometria.

0 Dowod. Wezmy dowolne dwa punkty P i Q i rozwazmy ich obrazy P'i Q'w przesunig-
ciu rownoleglym o wektor u (ryc. 7.41).

Ryc. 7.41.

Nalezy wykaza¢, ze P'Q'=PQ. Poniewaz: P'=T:(P) i Q'=T,(Q), wigc PP =1
100" =, czyli PP' = Q0.

ROwnos¢ ta oznacza rownosé dlugosei odcinkdw PP'i QQ'i ich rownolegltosé. Ponadto
sg one przeciwleglymi bokami czworokata PQQ'P', wigc czworokat ten jest rownoleglobo-
kiem. Zatem jego przeciwlegle boki PQ i P'Q' sa rownej dtugosci, co koniczy dowod. OJ

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze translacja plaszczyzny ma wszystkie wlasnosci
izometrii (przypomnij je!).

Twierdzenie 2.

> . > > >
Ztozenie translacji o wektory u i v jest translacja o wektor u + v, co zapisujemy:
TiTi=TFs o
VU

Uy

O Dowod. Twierdzenie to wynika bezpoSrednio z okreSlenia sumy wektoréw. Niech
punkty P'i P" beda obrazami dowolnego punktu P odpowiednio w translacjach 7 i 7"
(ryc. 7.42).

P'=T.(P)=T,T,(P)
P U+
Ryc. 7.42.

Wobec tego z jednej strony mamy:
- P'=T-(P)iP"=T:;(P'"),czyliP" =TT, (P).
o — = —— > >
Z drugiejzas: P"' =T- . (P),gdyz PP" =PP'+ P'P" =u+v.
Z dowolnoéci wyboru punktu P wynika rowno$¢ przeksztaicen 77 i 7. 7. O
Poniewaz dodawanie wektorow jest przemienne i taczne, wiec sktadanie translacji jest
réwniez przemienne i taczne.
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

Whiosek. Dla dowolnych wektorow ;, viw zachodzg réwnosci:
a) T; T; = T; T;,
b) T (T, T;) = (T3 T3) T

Kolejne twierdzenie ustala zwigzek mi¢dzy symetriag osiowg i przesunigciem réwnole-
glym plaszczyzny.

Twierdzenie 3.

Translacja o wektor AB jest zlozeniem dwoch symetrii osiowych o osiach a i b prostopa-
diych do prostej AB i takich, ze odlegto$¢ obu osi jest rowna -%— | 28|

0J Dowdd’. Niech P bedzie dowolnym punktem
plaszczyzny, P' — jego obrazem w symetrii S, P"
— obrazem punktu P'w symetrii S, oraz Q, 1 Q, p f p / po
niech beda punktami przecigcia prostej PP" z pro- 0, 0,
stymiaib (ryc. 7.43).

. . —_— - . . .

Wykazemy, ze PP'"=AB. Istotnie, poniewaz

B P = (P e B 4 (B B4 (] a
PP"=PP'+PP" = (PO +0,P')+(P'0.,+0,P")
L = e

oraz z wlasnosci symetrii PQ,+Q P'=2Q,P' Ryc. 7.43.

1 P'Q2+Q2P“—2P'Q2, Wiq:c PP”:2(Q1P'+P’Q2):2Q1Q2. Stad, i z zatozenia, ze

Q 0,= AB wynika PP = E, co oznacza, ze P"=T(P). Z drugiej strony:

P"=8 b(P )=S,S,(P), wigc wobec dowolnosci wyboru punktu P przeksztalcenia 7

AB

i$,S sarowne.
Whiosek. Zlozenie dwdch symetrii osiowych o do-

wolnych osiach réwnoleglych a i b jest translacja
o wektor prostopadly do a i b, 0 zwrocie od a do b

1 dlugosci rownej podwojonej odlegtosci prostych
aib (ryc.7.44).

: b/

Ryc. 7.44.

Wzory okreslajace translacje

Niech na plaszczyZznie z prostokatnym uktadem wspotrzednych XOY wektor Zt%ma wspOl-
rzedne a, b, punkt P maﬁwspc’)lrze;dne X, y, ajego obraz P'w translacji o wektor u niech ma
wspolrzedne x', y', czyliu = [a;b], P = (x;y), P' = (x';y") (ryc. 7.45). Wowczas:

=T.(P) e PP'=u e [x'—xiy'—y|=[a:b]

= x'—-x=a AN y-y=b < x'=x+a A y =y+b.
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11. Przesunigcie rownolegte

Zatem: /
T[a;b]((X;Y)):(x+a;y+b), co oznacza, ze:

wspotrzedne obrazu P' punktu P w translacji /
plaszczyzny o wektor u otrzymujemy przez u = a;

dodanie do wspotrzednych punktu P odpo- /
wiednich wspoirzednych wektora przesunie- P=(xy)

o Em @)

cia 1. Tak wiec wzory:
x'=x+a ' 0 Y
{ y=y+b
okreslaja translacje ptaszczyzny o wektor
= [a; b]. Wyznaczajac z nich x i y, otrzymu-
jemy wzory:

{x =x'—a
y=y'—b )
na przeksztalcenie odwrotne do translacji o wektor u = [ a; b].%Przeksztalcenie to réwnjei

jest translacja; jej wektorem jest wektor [—a; —b] =—[a; b] =—u (przeciwny do wektora u):
-1

(Tpu)) =Tiuay
Postugujac si¢ wzorami na translacj¢, mozna dowiesc, ze:
a) translacja jest izometria, .. ..
b) zlozenie translacji o wektory u 1 v jest translacja o wektor u + v,
c) translacja o wektor zerowy jest przeksztalceniem tozsamosciowym.
Udowodnienie powyzszych punktow nie powinno sprawic¢ trudnoSci. Przeprowadz je
samodzielnie.

Ryc. 7.45.

Pytania i zadania K‘%\%

Wyjasnij, jakie przeksztalcenie plaszczyzny nazywamy translacja.

Podaj wtasnosci translacji.

Jaki zwiazek zachodzi migdzy symetrig osiowa i przesunigciem rownolegtym ptaszczyzny?

Podaj wzory okreslajace translacje.

Dane sa pﬂ}kty A, B, C. Wykre§l obrazy punktow A, B, C w przesuni¢ciu rownoleglym

o wektor AB.

6. Narysuj obrazy danych figur w translacji o wektor ww:
a) trojkata ABC, gdy = @;
b) réwnolegtoboku ABCD, gdy it =
c¢) kwadratu ABCD, gdy = 2B_D);
d) trapezu ABCD, gdyz_; = CD.

7. Dany jest czworokat ABCD. Narysuj obraz tego czworokata w przesunigciu o wektor:

M NSS

1

jAC,

— — — — —
a) AB; b) AC; L ©)2BG d) AB+AC.
8. Napisz wzor na translacje o wektor u, gdy:
u=[1;2  bu=[-1;2] )i =[0;-3]
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9.Znajdz obrazy punktow: (1;2), (=2:1), (=3;0), (=5;=2) w przesuni¢ciu o wektor

u=[2;-2]

10. Dane sa punkty A =(2;3), B=(-1;4), C=(0;-2). Napisz wzor opisujacy translacje
o wektor:

a) TB; b) EL{; C) Z\_C'); d) @; e) AB +AC.

11. ZnajdZ wzor na przeksztalcenie 7%, T, gdy 0= [1;-2], p= [-2;3]

12. Znajdz rownanie obrazu prostej o réwnaniu y=-2x+1 w translacji o wektor
n=[2:-1]

13. Znajdz rc;)wnanie obrazu okregu o rownaniu x*+y*—2x+2y+1=0 w translacji
owektoru=[-2;2].

14. Znajdz rownanie obrazu paraboli o rownaniu y = x* w translacji o wektor = [2; 1]

15. Dane sg punkty A = (5; -1), B=(3;3),C=(-1;0). Znajdz translacje, w ktorej:

a) obrazem punktu A jest punkt A' = (2;3);
b) obrazem Srodka S odcinka BC jest punkt S' = (—1; =2).

16. Wykaz, ze obrazem prostej w translacji jest prosta do niej rownolegla.

17. Mniejsza podstawa trapezu ABCD jest bok AB. Podstawa CD jest dwa razy dtuzsza od
AB ima Srodek M= (1;1). Wiedzac, ze A =(3;2), B=(2;—1), znajdz pozostale wierz-
chotki tego trapezu.

18. Dwa okregi o promieniu R sg styczne w punkcie K. Na jednym z nich obrano punkt A,
a na drugim — punkt B w taki sposob, ze <AKB = 90°. Udowodnij, ze AB = 2R.

19. Wewnatrz prostokata ABCD obrano pewien punkt M. Udowodnij, ze istnieje czworo-
kat majacy prostopadle przekatne o diugosciach odpowiednio AB i BC'i o bokach diu-
gosci AM, BM, CM i DM.

20". Punkty M i N sa Srodkami podstaw AB i CD trapezu ABCD. Udowodnij, ze jezeli

2MN =|AB - CD|, to <BAD + <ABC = 90",

217" Wewnatrz czworokata ABCD obrano taki punkt M, ze czworokat ABMD jest rowno-

legtobokiem. Udowodnij, ze jezeli <CBM = <CDM, to <ACD = <BCM.

12. Symetria Srodkowa i jej wtasnos$ci

Obierzmy na plaszczyznie punkt O. Kazdemu punktowi P plaszczyzny, réznemu od O,
przyporzadkujmy taki punkt P, ze O jest Srodkiem odcinka PP', za§ punktowi O przypo-
rzadkujmy ten sam punkt (ryc. 7.46). Okreslo-
ne w ten sposob przeksztalcenie plaszczyzny /P'
na siebie nazywamy symetria Srodkowa (lub 0
odbiciem) wzgledem punktu O. Inaczej mo- P
wiqc: Ryc. 7.46.

Symetria Srodkowa wzgledem punktu O nazywamy takie przeksztalcenie ptaszczyzny na
siebie, w ktorym obrazem dowolnego punktu P plaszczyzny jest taki punkt P', ze:

— s
OP' == OP.
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12. Symetria srodkowa i jej wtasnosci

Punkt O nézywamy Srodkiem symetrii. Symetri¢ o Srodku O oznaczaC bedziemy przez S .
Tak wiec:

—_— —
P'=S,(P) < OP'=-0OP. S0
X L R ey ey . P'
Poniewaz OP'=—0OP <« OP=-0P', wiec g
P'=S,(P) = P=S,(P")(ryc. 7.47). Zatem P o
o]

przeksztalcenie S, jest odwracalne, a prze-

. . Ryc. 7.47.
ksztalceniem odwrotnym do S, jest ono samo: ve

Twierdzenie 1.

Symetria S , jest izometrig.

(J Dowdd. Niech P i Q bedg dwoma dowolnymi punktami, za$ P'i Q' odpowiednio ich obra-
zamiw symetrii S .

Nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki: gdy punkty P, Q i O nie s3 wspotliniowe (ryc. 7.48)
1 przypadek, gdy punkty P, O i O sa wspotliniowe (ryc. 7.49).

0 .
O
P 0'
Ryc. 7.48.
0
./Q/P
L] P‘
QY
Ryc. 7.49.
Mamy wigc: S
P' :SO(P> i Q' :SO(Q)’ Skad OP' :_OPiOQ, :—OQ'
Wobec tego:

_ ) = = = — — — — — — ——— —

PQ'=PO+0Q'=0P-00=0P+Q00=00+0P=0QP==PQ, czyli P'Q'=-PQ.
Stad wynika, ze odcinki P'Q"i PQ sa réwnej diugosci, co konczy dowdd tezy. (J

Poniewaz symetria Srodkowa jest izometrig, wigc ma tez wszystkie wlasnosci izometrii.
Na przyklad obrazem odcinka, potprostej, prostej, kata, wielokata, okregu (kota) jest
w symetrii Srodkowej odpowiednio odcinek, poiprosta, prosta, kat, wielokat, okrag (koto),
a obrazy tych figur sa figurami przystajacymi do danych figur.

Przeprowadzony dowod pozwala wysnuc jeszcze takie oto wnioski:
Whiosek 1. Wektor i jego obraz maja przeciwne zwroty.
Wnhiosek 2. Polprosta i jej obraz maja przeciwne zwroty.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Whiosek 3. Obrazem prostej przechodiqcej przez Srodek symetrii jest ta sama prosta,
a prostej nieprzechodzgcej przez srodek symetrii — prosta rownolegia do niej (ryc. 7.50).

[

I=So(1)

Ryc. 7.50.

Whiosek 4. Prosta nieprzechodzaca przez §rodek symetrii i jej obraz sa rowno odlegte od
Srodka symetrii.

Kolejne twierdzenie ustala zwigzek migdzy symetria osiowa i symetrig Srodkowaq.

Twierdzenie 2.

Symetria srodkowa S, jest ztozeniem dwoch symetrii osiowych o dowolnych osiach
prostopadtych i przecinajacych si¢ w Srodku O tej symetrii.

U Dowdd'. Przez §rodek O symetrii S, poprowadzmy dowolne dwie proste prostopadie
a, b.

Wybierzmy na plaszczyznie jakikolwiek punkt P; niech jego obrazem w symetrii S  bedzie
punkt P', a obrazem punktu P'w symetrii S, niech bedzie punkt P". Oczywiscie punkt P mo-
ze zajmowac jedno z nast¢pujacych polozen wzgledem prostych a i b:
1. Punkt P nie lezy na zadnej z prostych a i b (ryc. 7.51). Mamy:

P'=S (P)iP"=S,(P'), wigc:

(x) P"=S,S (P).

Z wtlasnoSci symetrii wynika, ze:

<POQ,=<Q,0P'i<P'0Q,=<Q,0P" oraz: P}

OP=OP'=0OP", wigc OP =0OP".

Ponadto, poniewaz <Q,OP' + <P'0OQ,=90°,

wigc <POP'" = <POP' +<P'OP" = a Q Y
=2<Q,0P'+2<P'0Q,=
=2(<Q,0P'+<P'0Q,)=2-90° = 180".

Zatem punkty P, O i P" leza na jednej proste;j.

Wobec tego, a takze z rownosci PO = OP" wnio- P 0, p"
. . - - N .
skujemy, ze OP" =— OP, co dowodzi, ze:

(**) P" ZSO<P)
Z. dowolnosci wyboru punktu P i na mocy row-
nosci (x) i (++) wynika, ze S, S, =S,,. 0O
2. Punkt P nalezy do ktorejs z prostych a i b. Ten przypadek przeanalizuj samodzielnie.

Ryc. 7.51.
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12. Symetria Srodkowa i jej wiasnosci

Migdzy symetrig Srodkows i translacja plaszczyzny zachodzi jeszcze jeden zwigzek:

Twierdzenie 3.

Zlozeme symetrii Srodkowych S, 1 S, o srodkach O, i O, jest translacja plaszczyzny
ki 3
o wektor # = 20 2O coghi S S =T, ==

2 0l o
J Dowod". Obierzmy na ptaszczyznie dowolny punkt P. P,
Niech P'bedzie obrazem P w symetrii S op za$ P'"'— obrazem
P'w symetrii S, (ryc 7.52).
0, 0,
Mamyw1e;c:P':SOI(P)1P":S02(P'), skad: \
(x)P" = SOZSOI(P) oraz O P'=—0 P i 0,P"==0,P.
P L P >e p"

Na mocy tych rownoSci otrzymujemy: Ryc. 7.52.

PP = PP +P'P" =<%;+01P'>+(P'02+02P">: 20,P +2P0,=

=2(0,P' +P0,)=20,0;, astad rownosc PP" = 20,0, ktora dowodzi, ze:
(5) P" =Ty (P).

Z rownosci (*) i (++), wobec dowolnosci wyboru punktu P, wnosimy, ze S o, S 0,= Too O

Uwaga. Na rycinie 7.52 mamy, co prawda, przypadek, gdy punkty P, 0,10, nie leza na jed-
nej prostej, cho nigdzie w przeprowadzonym rozumowaniu z tego nie skorzystalismy.

Wzory okreslajace symetrig Srodkowa
Niech w uktadzie XOY §rodek A symetrii Y P =(x;y)

A
ma wspoélrzedne a, b, punkt P — wspdlrzedne
X, y, za$ jego obraz P'w symetrii S, — wspol- A= (a;b)
rzedne x', y' (ryc. 7.53). Mamy wigc: P= (xy)

A=(a;b), P=(x;y), P'=(x';y"). 0 X

Zatem'

-— Ryc. 7.53.
=S (P) e AP =—AP ye 7.3

x'—a;y' —bl==[x-a;y-b|=la-x;b-y] =

= x'-a=a-x N y-b=b-y <

= x'=—x+2a A y =—y+2b Y
Stad wynika, ze: o P' = (—x;-y)

S(”) ((x3y)) =(=x+2a; -y +2b).

W przypadku, gdy A=0, to jest, gdy
a=b =0, otrzymujemy wzory (znane nam juz
z klasy pierwszej) na symetri¢ wzgledem po-
czatku uktadu wspotrzednych (ryc. 7.54):

xX'=-x V)) = (o — P=(xy)
b 20 Zatem s ()= (- - 3). _

= [x
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

Przyklad 1. Znajdz obraz punktu P = (—2; 1) w symetrii S ,, gdzie A = (2; 1).
Rozwigzanie:
Zgodnie z podanymi wzorami na symetri¢ Srodkowg:
P'=(—(-2)+2-2;-1+2-1)=(2+4;-1+2)=(6;1).

Przykiad 2. Znajdz punkt P, ktérego obrazem w symetrii S(]; ) jest punkt P'=(3;2).
Rozwigzanie:
Niech P = (x;y). Poniewaz P' = S(I; ) (P) = P= S 1) (P'), wigc:
P=(=3+2-1;-2+2-(=1))=(~1;-4).

Pytania i zadania

1. Jakie przeksztalcenie plaszczyzny nazywamy symetrig Srodkowa?
Podaj wiasno$ci symetrii Srodkowe;.

Czy symetria srodkowa ma punkty state?

Omow znany ci zwigzek symetrii Srodkowe;j:

a) z symetrig osiowa,

b) z translacja.

Podaj wzory okreslajace symetrie Srodkowaq.

Eal

il

6. Znajdz obrazy punktow A=(-3;1), B=(2;4), C=(1;-2), D=(-1;-2) w symetrii

wzgledem punktu:
a)(0;0); b)(=2;-2);,  ¢)(0;5).
7. Postugujac sie wzorami na symetri¢ Srodkowa, wykaz, ze jest ona izometrig.

o

Udowodnij, ze obrazem $rodka odcinka w symetrii Srodkowej jest Srodek obrazu odcinka.

9. Wyznacz symetrie Srodkowa, w ktorej obrazem punktu A=(3;-2) jest punkt

B=(-3;2).

10". Dany jest czworokat wypukty ABCD i jego punkt wewnetrzny P. Niech P, P,, P,1 P,
beda obrazami punktu P w symetrii wzgledem Srodkéw bokow czworokata ABCD.
Udowodnij, ze czworokat P, P, P, P, jest rownolegtobokiem o polu dwa razy wigkszym

27374

od pola czworokata ABCD.

11". Dany jest trojkat ABC. Punkty A, B, i C| s3 obrazami wierzchotkow A, B 1 C'w syme-
triach odpowiednio S, S .i$ . Ile razy pole trojkata A, B, C, jest wigksze od pola troj-

kata ABC?

12", Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty A , B, C|i D, s obrazami wierzchotkow
A, B, C'i D w symetriach odpowiednio S,, S, S, i S,. lle razy pole czworokata

A, B,C, D, jest wicksze od pola czworokata ABCD?

13". Na plaszczyznie dane sg dwa punkty A i B. Niech O oznacza Srodek odcinka AB. Udo-

wodnij, ze T35 ,= S,

14", Na plaszczyznie dane sg cztery punkty O, 0,, 0,1 A. Niech A =S, (A),A,= So, (A)),

A=, (A)) A=y (A) A=, (A,) A= S, (Aj). Udowodnij, ze A=A,
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13. Srodek symetrii figury. Figury $rodkowo symetryczne

13. Srodek symetrii figury. Figury srodkowo symetryczne

Jezeliw symetrii S , jedna z figur jest obrazem F
drugiej, to takie dwie figury nazywamy Srodkowo
symetrycznymi ze soba wzgledem punktu O (np.
figury Fi G na ryc. 7.55).

Moze si¢ tak zdarzy¢, ze w symetrii S , figura F¥
jest swoim obrazem (ryc. 7.56).

Ryc. 7.55.

Ryc. 7.56.

Wowczas figura taka nazywa si¢ figura Srodkowo symetrycznag, a punkt O jej Srodkiem sy-
metrii. Srodek symetrii figury moze do niej naleze¢ lub nie, na przyktad:
- odcinek, koto, rownolegtobok sa figurami Srodkowo symetrycznymi i Srodek symetrii
kazdej z tych figur do nich nalezy;
— okrag jest figura Srodkowo symetryczna, do ktorej srodek symetrii nie nalezy.
Wykazemy teraz, ze rownoleglobok jest figura srodkowo symetryczng. Jego Srodkiem
symetrii jest punkt przecigcia przekatnych. Istotnie, niech ABCD bedzie réwnoleglobo-
kiem, ktorego przekatne AC i BD przecinaja si¢ w punkcie O (ryc. 7.57). Poniewaz O jest
srodkiem tych przekatnych, wigc:
S,(A)=C,S,(C)=A.
Ponadto S,(AB)=CD i S,(CB)=AD, gdyz
w symetrii Srodkowej obrazem prostej jest prosta .
do niej rownolegla. Tym samym w symetrii tej
obrazem punktu wspdlnego prostych AB i CB
— a wiec punktu B — jest punkt wspolny obrazow
prostych AB 1 CD — czyli punkt D:

S,(B)=DiS,(D)=B.
Zatem w symetrii S, obrazem roéwnolegloboku ABCD jest rownolegtobok ABCD.

D C

Ryc. 7.57.

Pytania i zadania %‘%‘
1. Jaka figure nazywamy Srodkowo symetryczng?
2. Co to jest Srodek symetrii figury?
3. Wykaz, ze figurami Srodkowo symetrycznymi sa:
a) odcinek; b) koto (okrag).
4. Jaki warunek muszg spetniac figury F i G, z ktorych kazda ma Srodek symetrii, aby figura:
a) FNG; b) FUG
miafa Srodek symetrii?
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

5. Znajdz srodek symetrii odcinka AB, gdy A =(2;1), B=(—4;-3).
6. Znajdz Srodek symetrii figury ztozonej z dwoch prostych:
a) przecinajacych sig; b) rownolegtych.
7. Figure F, ktora ma Srodek symetrii, rozci¢to na dwie figury: F, i F,. Udowodnij, ze je-
zeli jedna z nich ma Srodek symetrii, to druga takze ma Srodek symetrii.
8. Udowodnij, ze jezeli czworokat ma srodek symetrii, to jest rownoleglobokiem.
9. Wykaz, ze figura ograniczona ma co najwyzej jeden Srodek symetrii.
10. Zbadaj, kiedy figura zlozona:
a) z dwoch okrggdow; b) z trzech okregow
ma Srodek symetrii.
11. Przeciwlegle boki szeSciokata wypuklego sg parami rownolegle i rownej diugosci.
Udowodnij, ze szesciokat ten ma Srodek symetrii.
12. Na bokach AB, BC, CD i DA réwnolegloboku ABCD obrano odpowiednio takie punk-
tyA, B, C,iD, ze czworokat A B, C, D, jest rownolegtobokiem. Udowodnij, ze rOw-
nolegloboki te maja wspdlny Srodek symetrii.

14. Obrot ptaszczyzny i jego wiasnosci

Do omoéwienia kolejnego przeksztalcenia geome-
trycznego plaszczyzny potrzebne bedzie okreslenie
pojecia kata skierowanego. Katem skierowanym na-
zywamy uporzadkowana parg poOlprostych OA
i0B o wspolnym poczatku O (ryc. 7.58). Potprosta
0A to ramie poczatkowe, polprosta 0B - ramie A
koficowe, a ich wspdlny poczatek O nosi miano wierz- 0
chotka kata skierowanego. Ryc. 7.58.

Katy skierowane bedziemy oznaczac tak, jak do-
tad katy nieskierowane, na przyktad przez o, AOB A
itp. Na rycinie kat skierowany oznaczamy tukiem @
zakonczonym strzatkg, wskazujgca jego konicowe
ramig.

Kat skierowany, ktorego ramiona si¢ pokrywaja, P
nazywamy katem skierowanym zerowym (ryc. 7.59), -———————C :
kat skierowany, ktorego ramiona przediuzaja si¢ do Ryc. 7.60.
prostej — katem skierowanym péipelnym (ryc. 7.60),
kat skierowany zas, ktérego ramiona sg prostopadte B
—katem skierowanym prostym (ryc. 7.61).

Przyjmujemy, ze katy skierowane o i 3 sg rowne,
jezeli istnieje zlozenie dwoch symetrii osiowych,

w ktorym obrazami ramienia poczatkowego i ramie- <\
nia koncowego kata o sg odpowiednio rami¢ poczat- ~
kowe i koficowe kata f3.

Ryc. 7.59.

Ryc. 7.61.
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14. Obrot ptaszczyzny i jego wiasnosci

Przedstawione na rycinie 7.62 katy o i 3 sg rowne, za$ ka- a

tyaia'oraza'i B nie sa rowne — katy te sg przeciwne. Mamy o o ’
wiec:a=p,o=-a,o' =—pf. \d b/
O katach skierowanych AOB i AOC, pokazanych na rycinie &
7.63, powiemy, ze sa zgodnie zorientowane, podobnie jak
o katach AOB i A'O'B'". O katach za$§ AOB i AOC, jak rowniez
o katach AOB i A'OB' pokazanych na rycinie 7.64 powiemy, ze
s3 przeciwnie zorientowane. Ryc. 7.62.
0 B
B
C B
N f
. 0 A A o
O A A
C
Ryc. 7.63. Ryc. 7.64.

Suma katow skierowanych AOB i BOC nazywamy kat skierowany AOC, co zapisujemy:
<AOB +<BOC = < AOC. Na rycinie 7.65 pokazano sume¢ katow skierowanych: AOB i BOC
zgodnie zorientowanych, natomiast na rycinie 7.66 przedstawiono sume katow AOB 1 BOC
przeciwnie skierowanych.

C B
B C
<AOB + < BOC sAOB + <« BOC
O A O A

Ryc. 7.65. Ryc. 7.66.

Sumag kata skierowanego AOB i kata skierowanego A'O'B' nazywamy sume¢ kata skiero-
wanego AOB i kata skierowanego BOC réwnego katowi skierowanemu A'O'B' (ryc. 7.67).

Mozna dowie$é, ze dodawanie katoéw
skierowanych jest przemienne i tgczne, to
znaczy, ze dla dowolnych katow skierowa-
nych , 17 zachodza réwnosci:

B
1 1R B‘
aya+p=B+a, <AOB+<AOB/
byar+(B+y)=(a+f)+7. — -
Roznicg kgtdow skierowanych o i 3 nazy-
wamy sume kata skierowanego o i kagta — f3:

a-p=a+(-p)

Jesli kat skierowany @ jest rowny sumie n katow skierowanych 3, gdzie # jest liczba na-

C

Ryc. 7.67.

turalng, wowczas zapisujemy to o = nf3. Gdy kat skierowany S spelnia rownos¢ o = nf3,

. S 1
mozna to zapisac rowniez: IB = n a.
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Obrot
Dany jest na ptaszczyznie punkt O i kat skierowany & (ryc. 7.68).
PV
a
o P :
Ryc. 7.68.

Obrotem albo rotacja plaszczyzny dokota punktu O o kat skierowany o nazywamy takie jej
przeksztalcenie na siebie, w ktorym obrazem kazdego punktu P # O jest taki punkt P', ze
OP'= 0P 1<POP' = a, za$ obrazem punktu O — ten sam punkt O.

Obrot ptaszczyzny dokota punktu O o kat skierowany & oznacza¢ be¢dziemy symbo-
lem R/. Tak wigc:

P'=R%(P) < OP'=0P i <POP'=a.

Punkt O nazywamy Srodkiem obrotu, a kat
skierowany o katem obrotu.

Obrot jest przeksztalceniem odwracal-
nym. Przeksztalceniem odwrotnym do ob-
rotu o Srodku O i kacie & jest obrot o tym
samym Srodku O i kacie przeciwnym do Q,
awiec o kacie — o (ryc. 7.69), co zapisujemy: O

-1

(R") =R

o]

Z okreSlenia obrotu wynikaja tez wnioski.
Whiosek 1. Ztozenie dwdch obrotéw o wspolnym Srodku obrotu O i katach obrotu i B
jest obrotem o Srodku O i kacie obrotu o + 3, czyli:

[ed a+

RIRI=RI"F.
(J Dowdd. Istotnie, niech P'bedzie obrazem
dowolnego punktu P w obrocie R g , zaS P"
- obrazem punktu P'w obrocie R, (ryc.
7.70). Mamy wigc:

P'=RY(P)iP" =R} (P"), skad:

(+) P" =R, Ry (P),
Poniewaz:

OP =0P',<POP' =,

OP'=0P",<P'OP" = 3, wiec:

OP =OP"i<POP" = a + 3, skad wynika, ze:

() P" :R;Hﬁ(P).
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14. Obrot ptaszczyzny i jego wiasnosSci

Zatem dla dowolnego punktu P, wobec rownosci () i (), Rf Rg (P)= Rg +ﬁ (P), codo-
.. B o, ja+p . . . .
wodzi, ze R, R, iR, ' sgidentycznymi przeksztalceniami. 7]
Wobec przemiennosci dodawania katow skierowanych:
B o o+ B+a o B
R,R,=R, =R, =R, R,
wiec sktadanie obrotow dokola tego samego punktu jest przemienne.
Whiosek 2. Srodek O obrotu jest jedynym punktem statym tego obrotu.
Whiosek 3. Obrot dokota punktu O o kat polpelny jest symetrig Srodkowg S .

Twierdzenie ]

Obrot jest izometrig.

(J Dowod’. Obierzmy na ptaszczyznie dowolnie dwa punkty:  pr M

A1 B i rozwazmy ich obrazy odpowiednio A'i B' w obrocie B
o srodku O i kacie obrotu a (ryc. 7.71), to znaczy niech ‘
A'=R(A), B'=R,, (B). Wykazemy, ze AB=A'B'. P

Zgodnie z definicja sumy katow skierowanych mamy: .’ A

<A'OB' = <A'OA + <AOB + <BOB' = ")

=—<AOA'+ <AOB +<BOB' = B,

=—a+<AOB+ a =<AO0B. Ryc. 7.71,

Ponadto, jesli punkty O, A i B nie sg wspotliniowe, to
punkty O, A'i B' rowniez sa niewspolliniowe (w przeciwnym
razie katy AOA'i BOB' bylyby rézne). Zatem trojkaty OAB i
OA'B' sg przystajace na mocy cechy BBB.

Stad wynika, ze AB=A'B'.

Gdy za$ punkty O, A i B sa wspolliniowe (ryc. 7.72), wte-
dy punkty O, A'i B' takze sa wspolliniowe i jesli na przykiad
OB > OA, to OA+AB=0B, OA'+A'B'=0B/, skad wobec
rownosci OA = OA'1 OB = OB' znowu otrzymujemy rownosc
AB=A'B'.0J

Obrot ma wiec wszystkie wlasnosci izometrii (jakie?).

Kolejne twierdzenie ustala zwigzek migdzy obrotem i symetrig osiowg:

Ryc. 7.72.

Twierdzenie
Obrot R g jest ztozeniem dwoch symetrii osiowych S, i S, o osiach a i b przecinajacych

si¢ w punkcie O i takich, ze kat skierowany AOB rOwny jest % o (rye. 1.73).

Q
RN ST

Ryc. 7.73.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

(J Dowod". Niech P bedzie dowolnym punktem. Rozwazmy symetrie S iS5, 0 osiachaib
przecinajacych sie¢ w punkcie O i takich, ze <AOB = %O{ (ryc. 7.74).
Niech P'=S (P),P" =S, (P"). Wowczas:
OP =OP'=0OP" oraz<POQ,=<Q,0P"'i<P'0Q,=<Q,OP", wigc:
<POP" =(<POQ,+<Q,0P") + (<P'0Q,+<Q,0P") =
=24Q,0P' +2<P'0Q,=2(<Q,0P' +<P'0Q,) =
=240,00,=24A0B=2 Lo =0

Zatem mamy roOwnosci OP = OP"

1 <POP" = a, z ktorych wynika, ze

P"=RJ(P). P
Poniewaz P" =S, (P')=S,S,(P),

wiec P"'=S,S (P), wobec tego dla

dowolnego punktu P zachodzi row-

nos¢ R (P)=S,S (P). Dowodzi

ona, ze przeksztalcenia R ; 15,5 sa

identyczne, czyli R g =s,S,.0 a

Whiosek. Zlozenie dwoch symetrii
osiowych o dowolnych przecinajacych Ryc. 7.74.
si¢ osiach a1 b jest obrotem o Srodku
w ich punkcie przeciecia O o kat row- b a
ny podwojonemu katowi S, gdzie 8
jest ktorymkolwiek z katow skierowa-
nych o wierzchotku O i ramionach wy-
znaczonych przez punkt O na prostych
aib (ryc.7.75). a=2p

Wzory okreslajace obrot

Przyjmijmy, ze Srodek O obrotu plaszczyzny o dany kat y
skierowany « jest poczatkiem ukladu wspoirzednych XOY Pr=(5y)
(ryc. 7.76). Niech punkt P ma w tym uktadzie wspotrzed-
ne x, y, a jego obraz P'w obrocie R g —wspoOlrzedne x', y', £=&y)
czyli: a

P=(x;y), P'=(x";y"). .

Mozna dowies¢, ze zachodza zaleznoSci:
Ryc. 7.76.

() X'=xcoso —ysinQ
* .
y' =xsina + ycosa

(dowod pomijamy, gdyz wykracza on poza ramy naszego podrecznika).
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14. Obrot ptaszczyzny i jego wiasnosci

Podane rownosci (+) sa wzorami okreslajacymi obrot plaszczyzny dokota punktu
O =(0;0) o kat skierowany a. Tak wigc:

R(‘f):o)((x;y)) =(xcos0 —ysino;xsino +ycosa).

Gdy o = 180°, to wzory (*) przybierajg postac:

xX'=—x
{y' ==
Wzory te okreslaja, jak wiemy, symetri¢ Srodkowg wzgledem punktu O:
é?}oo) S(o oy
Wzory na przeksztaicenie odwrotne do obrotu okreslonego wzorami (*) otrzymamy,
wyznaczajac z nich x i y w zaleznosci od x'1 y'. Poniewaz przeksztalcenie to jest obrotem
o kat —a, wiec wzory na nie otrzymamy, podstawiajac w rownoSciach () zamiast x', y', x,
y, & odpowiednio x, y, x', y'i —a. Wtedy:
{x =x'cos(—a)—y' sin(-a)
y=x'sin(—a)+y' cos(—a),czyli:

() x=x'cosq +y'-sin
y=—x'sina +y'-cosq.
Z rownosci (x#) korzystamy zazwyczaj wtedy, gdy chcemy znalez¢ rownanie obrazu ja-

kiej$ linii w obrocie dokota punktu (0; 0).

Przyklad 1. Znajdz obrazy punktow A = (3;2), B = (1; 1), C=(0; 1) w obrocie dokofa punk-
tu(0;0) o kat o = 45°.
Rozwigzanie:

Podstawiajac do rOwnan:

x'=xcos¢ —ysino

{y' =xsin® +ycos
w miejsce x i y wspolrzedne danych punktow oraz « = 45°, otrzymujemy obrazy A', B', C"
odpowiednio tych punktéw, mianowicie:

A'=(3-cos45° —2sin45°;3sin45° +2cos45°) =

:(3@_2 2,2 f) (ﬁ SI),

2 S22 2 2"
B'=(1-cos45° —1-sin45°1-sin45° +1-cos45°) = (0;/2),

C'=(0-cos45° — 1 -sin45% 0 sin45° + 1 - cos 45°) = <_£ [.)

Przyklad 2. ZnajdZ rownanie obrazu paraboli o rownaniu y = x> w obrocie dokota punktu
(0;0)0 kat or =90°.
Rozwigzanie:
Podstawiajac do réwnania y = x* wartosci x i y ze wzorow (xx) dla & = 90°, czyli:
x=x"-c0s90° +y'sin90° =y, y=—x'sin90° +y'cos90° =—
i opuszczajac kreski, otrzymujemy rownanie —x = y?, czyli rownanie y*>=-x szukanego ob-
razu.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Pytania i zadania
1. Wyjasnij pojecia:
a) kat skierowany;
b) katy skierowane rowne;
c) katy skierowane przeciwne;
d) suma katow skierowanych.
2. Jakie przeksztalcenie plaszczyzny nazywamy obrotem?
3. Omow, czym jest:
a) przeksztalcenie odwrotne do obrotu R g ,
b) ztozenic obrotow R iR .

4. Podaj zwiazek obrotu z symetrig osiowa.

5. Podaj wzory okreslajace obrot Rgo; o)

6. Znajdz obrazy punktow A =(2;1), B=(-1;2) w obrocie dokota punktu (0;0) o kat

a =120
7. Znajdz wierzchotek C trojkgta rownobocznego ABC, wiedzac, ze A = (0;0), B=(3;2).
8. Dwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD sg punkty A=(0;0) i B=(3;4).
Znajdz pozostale wierzchotki tego kwadratu.
9. Wykaz metodg wspdirzednych, ze obrot jest izometria.
10. Znajdz rownanie obrazu prostej o réwnaniu y =—2x+ 1 w obrocie dokota punktu
(0;0) o kat ox =—60".
11. Znajdz rownanie obrazu okregu o rownaniu x°+ y*— 2x + 2y + 1 = 0 w obrocie doko-
ta punktu (0;0) o kat o = 135",
12. Obro¢ nastepujace figury:
a) trojkat ABC;
b) réwnolegiobok ABCD,;
c) kwadrat ABCD,;
d) dowolny czworokat ABCD
dokota punktu A o kat skierowany odpowiednio:
a) BAG;
b) BCD;
¢) ACB;
d) CAB.

13". Na odcinku AE po jego jednej stronie zbudowano trojkaty réwnoboczne ABC i CDE.
Niech M i P bedg Srodkami odpowiednio odcinkéw AD i BE. Udowodnij, ze trojkat
CMP jest rownoboczny.

14". Na trojkacie réwnobocznym ABC opisano okrag. Na tuku AB nieprzechodzacym
przez punkt C obrano punkt M. Udowodnij, ze MC = MA + MB.

15". Dany jest szeSciokat foremny ABCDEF. Punkt K jest $rodkiem przekatnej BD,
a punkt M - srodkiem boku EF. Udowodnij, ze trojkat AMK jest rownoboczny.

16. Przez Srodek kwadratu poprowadzono dwie proste prostopadie. Wykaz, ze proste te

przecinajg boki danego kwadratu w wierzcholkach pewnego kwadratu.

268



15. Metoda przeksztaicen geometrycznych w zadaniach

15. Metoda przeksztatcen geometrycznych w zadaniach

Pokazemy teraz przykiady zastosowan przeksztalcen geometrycznych, a dokltadniej
izometrii, w zadaniach konstrukcyjnych i zadaniach na dowodzenie.

Przyklad 1. Dane sg: prosta [ i dwa punkty A i B po jednej stro- B

nie tej prostej. Skonstruuj taki punkt P na prostej /, aby dlugosc¢
famanej APB byta najmniejsza.
Rozwigzanie:

Niech A'bedzie obrazem punktu A w symetrii osiowej S, za$
P — dowolnym punktem P prostej [ (ryc. 7.77). Z wtasnosci sy-
metrii wynika, ze AP=A'P, wigc AP+ PB=A'P+PB = A'B,
przy czym rownos¢ zachodzi tutaj wtedy i tylko wtedy, gdy
punkt P nalezy do odcinka A'B. Wobec tego szukany punkt P
jest punktem przecigcia prostej /i odcinka A'B. Ryc. 7.77.

A =8,(A4)

Przyklad 2. Na przeciwnych brzegach rzeki stoja dwa domki: A i B. Brzegi te biegng
rownolegle do siebie. W ktérym miejscu nalezy zbudowac na rzece most MN prostopadly do
brzegdw rzeki, aby uzyskac najkrotsza droge od A do B?

Rozwigzanie:

Przyjmijmy, ze brzegami tej rzeki sa proste a i b, a famana AMNB — drogg od A do B
przez most MN (ryc. 7.78). Diugos¢ odcinka MN jest stafa i rowna odleglosci prostych row-
nolegtych a i b. Dlatego zadanie sprowadza si¢ do znalezienia takiego polozenia mostu
MN, aby suma AM + NB byla najmniejsza.

Niech B'bedzie obrazem punktu
B w translacji o wektor NM. N ; a N ! a
Poniewaz AM + NB =AM + MB', bo '
NB = MB', wigc zadanie sprowadza . B
si¢ do znalezienia takiego punktu b g b
M, aby suma AM + MB' byla naj- M
mniejsza.

Punkt B' jest znany, gdyz A4 A
BB'IINM i BB'=NM. Lezy on po Ryc. 7.78. Ryc. 7.79.
przeciwnej stronie prostej b niz
punkt A. Zatem suma AM + MB' jest najmniejsza, gdy
M nalezy do odcinka AB'. Z tego wynika konstrukcja
przedstawiona na rycinie 7.79. Zadanie ma zawsze
rozwiazanie i to tylko jedno.

Przykiad 3. Zbuduj trojkat, majac dane Srodki A', B',
C'jego bokow.
Rozwiazanie:
. Narysujmy dowolny trdjkat ABC' i oznaczmy Srod- k
ki jego bokéw BC, CA i AB odpowiednio przez A', B' p
iC' (ryc. 7.80). Ryc. 7.80.
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

Wtedy: S..5,.5,(A)=S.S,(C)=S.(B)=A.

Punkt A jest punktem stalym przeksztalcenia S .S ,.S ., ktore jest symetria Srodkowa
(wykaz tol), awigc jestto S, czyliS .S ,. S, =5,

Obierajac dowolnie punkt P, znajdujemy jego obraz P' =S .S ,.S,.(P)i otrzymujemy
odcinek, ktorego srodkiem jest punkt A. Konstrukcja trojkgta o danych srodkach A', B',C'
jego bokow jest zatem nastepujaca: obieramy punkt P, znajdujemy P'=S_..S,.S,.(P)
isrodek A odcinka PP'. Nastepnie wyznaczamy C=S,.(A)iB=S,.(C).

Przyklad 4. Wewnagtrz trojkgta rownobocznego ABC dany jest taki punkt P, ze
CP*= AP*+ PB’. Udowodnij, ze <APB = 150°.
Rozwigzanie:

Obro¢my plaszezyzne wokoét punku C o kat 60° i punkt P'
niech bedzie w tym obrocie obrazem punktu P (ryc. 7.81).
Wtedy otrzymamy trojkat rownoboczny CPP', a ponadto row-
no$¢ AP = BP'. Poniewaz PP' = CP, wi¢cc na mocy zalozenia
PP'*=AP*+ PB*. Rownos¢ ta dowodzi, ze trojkat PBP' jest
prostokatny o kacie prostym PBP'. Niech <BP'P = a. Wow-
czas<BPP'=90° — a, < APC = <BP'C = 60° + a. Wobec tego
JAPC+<CPP'+<P'PB=60"+a+60°+90° —a =210°,
skad wynika, ze <APB = 150",

Przyklad 5°. Na bokach AB i AD kwadratu ABCD obrano
punkty M i K, a na odcinku MD punkt P w taki sposob, ze
AM = AK 1<PCD = <PKA. Udowodnij, ze < APM = 90°. \
Rozwigzanie: A

Obierzmy na boku BC 'taki punkt L, ze BL=AK (ryc. A
7.82). Opiszmy na prostokacie KLCD okrag. Przechodzi on, s 0\ O\ 4,
oczywiscie, przez punkt P, gdyz <DCP + <DKP = 180°. Stad /[ -/ \‘
<LPD =<LKD=90°. Ponadto AMAD = ALBA - na mocy ‘
cechy BKB. Obr6¢my plaszczyzng wokot srodka O danego
kwadratu o kat 90°. W obrocie tym obrazem trojkata LBA
jest trojkat MAD, wigc DM 1 AL. Poniewaz LP 1. DM, wiec
punkty L, P i A leza na jednej prostej. Stad < APM = 90°.

Ryc. 7.82.

Pytania i zadania

1. Zbuduj czworokat ABCD, majac dane jego boki i wiedzac, ze przekatna AC jest dwu-
sieczng kata BAD.

2. Wewnatrz kgta wypuklego dany jest punkt P. Poprowadz przez punkt P prostg tak, aby
stal si¢ on Srodkiem odcinka wycigtego na tej prostej przez ramiona danego kata.

3. Wewnatrz danego kata wypuklego obrano dwa punkty: A i B. Zbuduj réwnolegiobok,
ktorego dwoma przeciwlegtymi wierzchotkami sg punkty A i B, a pozostale wierzchotki
leza na ramionach danego kata.

4. Dane s3: punkt A, prosta i okrag. Poprowadz druga prosta tak, aby odcinek zawarty miedzy
punktami przecigcia tej prostej z dang prosta i danym okregiem miaf Srodek w punkcie A.
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16. Jednokiadnosc¢ ptaszczyzny i jej wiasnosci

5. Przez punkt wspolny A okregow S| 1.5, poprowadz prosta tak, aby okregi te wycinaly na
niej rowne cigciwy.
6. Dany jest kwadrat ABCD. Na boku AB obrano punkt £, a na boku BC - punkt F tak, ze
BE = BF. Punkt N jest rzutem punktu B na prosta CE. Udowodnij, ze <DNF = 90°.
7°. Na bokach BC i CD kwadratu ABCD obrano takie punkty M i K, ze <BAM = <MAK.
Udowodnij, ze BM + KD = AK.

16. Jednokiadno$¢ ptaszczyzny i jej wtasnosci

Obok przeksztalcen geometrycznych niezmieniajacych odlegloSci punktow (izome-
trii) istniejg rowniez przeksztalcenia, w ktorych odlegtosci punktow zmieniajg si¢ w sta-
tym stosunku, to znaczy odlegtosci obrazoéw punktéw pozostaja w statym stosunku do
odlegtosci tych punktow (w przeksztatceniach tych figury zachowuja ,,ksztatt”). Tego ro-
dzaju przeksztalcenia stosuja inzynierowie i architekci, projektujac budynki, maszyny itp.
Zdjecie wykonane za pomoca aparatu fotograficznego rowniez jest takim przeksztalce-
niem. Przeksztalceniami tymi sg jednoktadnos¢ i podobiefistwo. Najpierw zajmijmy si¢
jednoktadnoscig.

Obierzmy na ptaszczyznie punkt O i ustalmy liczbe rzeczywista k, 16zng od zera.

Kazdemu punktowi P piaszczyzny, t r6znemu od O, przyporzadkujmy punkt P' na pro-
stej OP (ryc. 7.83) taki, ze OP' =k- OP za$ punktowi O — ten sam punkt O. Okreslone
w ten sposOb przeksztalcenie plaszczyzny na
sicbie nazywamy jednokladnoscia o Srodku
0 i stosunku k i oznaczamy symbolem: J Ok. Tak
wiec: P

k — ——
P'=J,(P) < OP=k-OP.

Srodek O jednoktadnosci, dowolny punkt P # O
ijego obraz P'w tej jednokfadnosci leza na jed-
nej proste;j.

Jezeli k> 0, to jednokiadnos¢ J nazywamy dodatnig lub prosta. Punkty P i P'leza
wowczas na tej samej polprostej o poczqtku O, przy czym P'lezy dalej od O niz P, gdy k > 1
(ryc. 7.84), blizej za§, gdy k < 1 (ryc. 7.85).

Ryc. 7.83.

Ryc. 7.84.

Ryc. 7.85.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Jezeli k < 0, to jednokladnos$¢ J Ok nazywamy ujemna lub odwrotna. Wowczas punkty P
1 P'leza na dwoch uzupetniajgcych si¢ pdtprostych o poczatku O, przy czym P'lezy dalej
od O niz P, gdy k <—1(ryc. 7.86), blizej za$, gdy k >—1(ryc. 7.87).

P' o P P o P'
Ryc. 7.86.
. -—
P’ 0] P P o P'
Ryc. 7.87.

Gdy k = 1, to jednoktadnos¢ J ; jest przeksztalceniem tozsamosSciowym. Jednokladnosé
o stosunku k =—1jest symetria Srodkowa, ktdrej Srodkiem jest srodek jednoktadnosci.

Bezposrednio z definicji jednoktadnosci wynika tez, ze jednoktadnos¢ jest przeksztal-
ceniem 1odwracalnym; przeksztalceniem odwrotnym do jednoktadnosci J ; jest jednokfad-
no$¢ J k. Otrzymujemy bowiem:

' k Py D ~3_1 =5 £ |
P'=J,(P) < OP'=k OP < OP:E~OP = P=J, k(P
Tak wiec:
,1 L
(Jé) =J k.

Zauwazmy przy tym, ze J g =J oi wtedy 1 tylko wtedy, gdy & = %, czyli gdy k°= 1, a za-
tem, gdy kK = 11ub k =—1. Wnioskujemy stad, ze jednoktadnos¢ i przeksztalcenie do niej od-
wrotne sg identycznymi przeksztalceniami, gdy jednoktadnos¢ jest przeksztalceniem
ton/amoéciowym (k = 1) lub symetria Srodkowa (k =—1).

Srodek jednokladnoSci nietozsamosciowe;j jest jej jedynym punktem stalym, bowiem
gdy k # 1, to:

k — ey —_— — o
P=J,(P) « OP=k-OP < (1-k)OP=0 < OP=0 e O=P,

Powstaje teraz pytanie: Czym jest zfozenie dwoch jednoktadnoéci o tym samym Srod-
ku O istosunkach k,ik,?

Oblerzmy na piaszczyzme dowolny punkt P. Niech P' b@dme obrazem P w jednoktad-
nosci J " . zas P" niech bedzie obrazem P'w jednokfadnosci J . Otrzymujemy wiec:

=J, (P) i P" =JO‘(P ), skad:
(x) P" ZJSZJS‘(P),aponadtoz
e B —— —
OP'=k-OPiOP" = k,-OP'
o — — — .
Z réwnosci tych wnosimy, ze OP" =k, (kl OP) =(k,k,)OP = (k k,)OP, a stad, ze:
(ex) P" =0, (P) =0, (P).
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16. Jednoktadnosc¢ ptaszczyzny i jej wiasnosci

Poniewaz punkt P wybraliémy dowolnie, wigc rownosci (*) i (x*) dowodza, ze przeksztat-
cenia J (’)‘2 J (];‘, J gzk‘ iJ élkl sg identyczne.

Whniosek. Zlozenie dwoch jednoktadnosci o tym samym Srodku i stosunkach k, i k, jest
jednoktadnoscig o tymze Srodku i o stosunkach k- k,, a przy tym sktadanie jednoktadno-

Sci jest przemienne. Tak wigc:
ky ok kiky, kky Kk
J02J0 “‘]0 2_‘]02 _Jo Joz-
Rozstrzygnijmy teraz, czym jest obraz wektora w jednoktadnosci.
Wybierzmy na plaszczyznie dovlyolnie punkty A i Bioznaczmy przez A'i B' odpowied-
nio ich obrazy w jednoktadnosci J , to znaczy, niech:

A'=J)(A)iB' =T} (B).
—_— — e e
Stad OA'=k-OA i OB' =k OB.
Wobec tego (ryc. 7.88):

AB =A0+O0B =0B —O0A' =k-OB—k-OA =
— — —— e e
=k-(0B-0A) =k (AO + OB) = k - AB, czyli:

— —
A'B'=k-AB.
Zatem w jednoktadnosci o stosunku k obrazem wektora @ jest wektor k - E:

J5(AB) = k- AB.

0]

Ryc. 7.88.

Mozna udowodnié, ze na odwrot:

|

Przeksztalcenie 7 ptaszczyzny, w ktorym obrazem wektora AB jest wektor k - E, gdzie k
jest pewna liczba rzeczywistg r6zna od 1, jest nietozsamos$ciowa jednokladnoscia.

Otrzymana odpowiedz na pytanie o obraz wektora w jednoktadnoSci pozwala wysnuc
jeszcze jeden wniosek:
Whniosek. W jednokiadnoSci o stosunku k stosunek odleglosci obrazow punktow do odle-
glosci tych punktow jest rowny ||,

Wzory okres$lajace jednoktadnos$é

Aby jednoktadnoS¢ przedstawi¢ przy uzyciu
wspOlrzednych, obierzmy za Srodek jednokiadnoSci
o stosunku & punkt, ktory w uktadzie XOY ma wspot-
rzedne a, b. Oznaczmy ten Srodek przez O', zeby od-
r6zni¢ go od poczatku O uktadu XOY (ryc. 7.89).

Niech P bedzie dowolnym punktem, majacym

0'= (a;b)

wspolrzedne x, y, a jego obraz P'w jednokfadnoSci
J

Of niech ma wspdtrzedne x', y'. Otrzymujemy wigc: 0

O'=(a;b), P=(x;y), P'=(x";y").

Ryc. 7.89.
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VII. Przeksztafcenia geometryczne ptaszczyzny

Stad: N N
P'=1, (P) <= OP=k-OP = [x'-ay-bl=k-[x-ay-b] =
= x'—a=k(x—a)iy -b=k(y—b)

x'=k(x—a)+a
{y':k<y—b>+b.

Otrzymane WZOry:
(s ) =k(x—a)+a
y'=k(y=b)+b.
okreslaja jednoktadnos¢ o Srodku O' = (a; b) i stosunku k. Tak wigc:

Jé‘a:b)((x;y))=(k(x—a)+a;k(y—b)+b).

W sytuacji, gdy a = b = 0, to jest gdy Srodek jednoktadnoSci o stosunku k& jest poczat-
kiem uktadu wspolrzednych, wzory () przybierajg prostsza postac:

{x' = kx

y' =ky.

Zatem:

I (0 (7)) = (ks ky).
Na przyktad obrazami punktow A = (4;2), B =(4;4), C = (2;4)w jednoktadnosci o srodku
(0;0)i stosunku - 5 sapunkty A'=(2:1), B'=(2:2),C" = (1;2), aw jednokladnosci o Srodku

(O;O)istosunku—lsa} nimi punkty A" = (=2; -1), B" = (=2;-2),C" = (=1; =2) (ryc. 7.90).

2
Z. otrzymanych wzorow: ‘
{x'Zk(x—a)+a vl
v =k(y—-b)+b
wynikaja znane nam juz wiasnosci jedno- T C B
ktadnosci. Wyznaczajac z tych rownosci x I o w
iy, otrzymujemy: N ¥

a wiec wzory na przeksztalcenie odwrotne
do jednoktadnosci J ("a: by ktore jak widzi-
my, jest jednoktadnoScia o tymze Srodku
i stosunku +. Gdy k=1, jednokladnosé Ryc. 7.90.

jest przeksztalceniem tozsamoS$ciowym, bowiem wzory (x) przybieraja postaé: x' =x

iy'=y. Zlozenie dwoch jednoktadnosci o tym samym Srodku (a; b) i stosunkach &, i k,
jest jednoktadnoscig o tym samym Srodku i stosunku k- k..
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16. Jednokiadnos¢ ptaszczyzny i jej wiasnosci

Jesli bowiem:
x'=k(x—a)+a,y =k (y-b)+boraz
x"=k,(x'—a)+a,y" =k,(y' —b)+b, wowczas:
x"=k,(k(x—a)+a-a)+a=kk,(x—a)+a,
y'=k,(k(y=b)+b=b)+b=kk,(y—b)+b.
Rozwazmy teraz sytuacj¢, w ktorej obrazami punktow A = (x,;y,)i B =(x,;y,) w jed-
nokfadnosci J( )53 odpowiednio punkty A' = (x,;y,")iB"'=(x,"y,"). Wowczas:
=k(x,—a)+aiy'=k(y—b)+boraz:
xz' :k(xz—a) +aiy,'=k(y,—b)+b. Zatem:
AB =[x, =x5y, =y/|=
=[k(x,—a)+a—k(x,—a)—a;k(y,—b)+b—k(y,~b)-b]|=
:[k(xz_xl);k(yz_yl)]:k'[xz_xl;yzﬂyl]:k’AB'
Tak wiec wspoOtrzedne wektora AB bedacego obrazem wektora ABw jednoktadnosci
sg iloczynami wspolrzednych wektora AB i stosunku k.

Pytania i zadania %\‘%‘

1. Jakie przeksztalcenie ptaszczyzny nazywamy jednoktadnoscia?

2. Wymien wlasnosci jednoktadnosci wynikajace z jej definicji.

3. Czy jednokladnos¢ jest przeksztalceniem odwracalnym? Jesli tak, to co jest do niego
przeksztatceniem odwrotnym?

4. Czym jest zlozenie jednoktadnosci o tym samym Srodku?

Podaj wzory okreslajace jednoktadnos¢ o Srodku (a; b) i stosunku k.

6. Dane s3 dwa punkty A i 1 B oraz liczba k. Wyznacz obrazy punktow A i B w jednoktadno-
Sciach odpowiednio J i 4 gdy:

wn

a) k=2 b)k=-2;  c)k=3.
7. Dane sa punkty A i B. Znajdz srodek O jednoktadnoSci J g takiej, ze B=J é (A)oraz:
a) k=-2; by k=1 o) k=2.

8. Znajdz obrazy punktow A =(1;1), B=(0;2), C=(2;6) w jednokltadnosci o Srodku O
i stosunku k, gdy:

a)0=(-2;1),k=2; b)O=(1;-2), k=-2;
c)0=(0;0),k=3; d)O=(0;1), k=-3.
9. Jakie przeksztalcenia okreSlajg wzory:
a)x'=3x—-2,y' =3y-2; b)x'=2x+2,y' =2y+3;
c)x'=3x+2,y =3y—1; d)x'=3(x+2),y' =3(y—-1)?
10. Znajdz obrazy linii:
a)y=—2x+6; b)y=x’+1 c)x’+y’—2x—2y+1=0

w jednoktadnosci o §rodku (0; 0) i stosunku —2.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

17. Obrazy figur w jednokiadno$ci. Figury jednoktadne

Wiemy juz, ze obrazem wektora ABw jednoktadnosci o stosunku k jest wektor k& - E,
a zatem wektor rownolegly do danego wektora, o zwrocie zgodnym ze zwrotem tego wek-
tora, gdy k > 0 (ryc. 7.9117.92), a przeciwnym do jego zwrotu, gdy k < O (ryc. 7.93 1 7.94).

BY
AV
B
— A
o
Ryc. 7.92.
B
A
(8]
Al
Bl
Ryc. 7.93. Ryc. 7.94.

Wynikaja stad wazne wnioski, dotyczace obrazow figur w jednoktadnosci:
Whiosek 1. Obrazem odcinka, potprostej i prostej w jednoktadnosci jest odpowiednio od-
cinek, potprosta i prosta.
Whiosek 2. Jednokladnos¢ zachowuje wspotliniowo$¢ punktéw i ich uporzadkowanie na
prostej.
Whiosek 3. Obrazem prostej w jednoktadnosci jest prosta do niej rownolegla, a poiproste;j
— potprosta do niej rownolegla i o zgodnym zwrocie, gdy jednokfadnos¢ jest dodatnia,
0 zwrocie przeciwnym, gdy jednokfadnos¢ jest ujemna.
Whiosek 4. Obrazem odcinka o dtugosci d w jednoktadnoSci o stosunku £ jest odcinek do
niego rownolegly i o dtugosci rownejlkl - d.
Whiosek 5. Obrazem figury wypuktej w jednoktadnosci jest figura wypukfa.

Istotnie, niech F' bedzie obrazem figury wypukiej F w jednoktadnosci J Ok oraz niech A’
1 B'beda dwoma dowolnymi punktami figury . Sa one wiec obrazami dwoch punktéw A i B
figury F i przy tym,

1 1

jeSliA'=J,(A), B'=J5(B),toA=J" (A)iB=J" (B

Poniewaz odcinek AB zawiera si¢ w figurze
F (bo jest ona wypukta), wigc jego obraz A'B'
w tej jednokladnosci zawiera si¢ w obrazie fi-
gury F'w tej jednoktadnosci, czyli w figurze F'
(ryc. 7.95), co wobec dowolnosci punktow A’
1 B'dowodzi, ze figura F' jest wypukia.
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17. Obrazy figur w jednokfadnosci. Figury jednokfadne

Whiosek 6. Obrazem kata w jednokladnosci jest kat do niego przystajacy (ryc. 7.961 7.97).

Cl
Ryc. 7.96. Ryc. 7.97.

Whiosek 7. Obrazem wielokata w jednoktadnosci jest wielokat o katach odpowiednio row-
nych jego katom i 0 bokach odpowiednio rownolegtych do jego bokow (ryc. 7.9817.99).

Ryc. 7.98. Ryc. 7.99.

Whiosek 8. Obrazem okregu (kofa) o promieniu dtugosci r w jednoktadnosci o stosunku &
jest okrag (koto) o promieniu dtugosci k|- 7.
Istotnie, rozwazmy dowolny okrag o Srodku O i pro-
mieniu diugosci i jednoktadno$c¢ o §srodku O i stosunku k
(ryc. 7.100). Jednokladno$¢ ta przeksztalca dowolny
punkt P tego okrggu na taki punkt P/, ze OP' =k- —0—13, P
wiec OP' =1kl- OP. Wobec tego punkt P'lezy na okre-
gu o srodku O i promieniu dlugosci |k|- 7. Na odwrdt,

kazdy punkt P' okregu o promien%u dtugoscilk! - r prze-

ksztatca si¢ w jednoktadnosci J Ok na taki punkt P, ze Ryc. 7.100.
OP = % . W, skad OP = I%{—‘ -OP' = ﬁ “|k|-r=r, co oznacza, ze P nalezy do okregu o Srod-

ku O i promieniu diugosci r. Podobnie dowodzimy, ze obrazem kofa o promieniu dtugo-
Sci r jest w jednoktadnosci J ; koto o promieniu dtugosci || - r.
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

Figury jednoktadne

\ Dwie figury F'i G nazywamy jednokladnymi, gdy istnieje jednoktadnos$¢, ktora jedng
O | z tych figur przeksztafca na drugg.

Srodek tej jednoktadnosci nazywamy Srodkiem jednokladnoS$ci figur, a jej stosunek
— stosunkiem jednokladnosci tych figur.

Z definicji tej 1 z wnioskow opisujacych obrazy figur w jednoktadnosci wynikaja bezpo-
Srednio nastepujace wnioski:
Whiosek 1. Dwie proste (poiproste, dwa odcinki) sa jednokladne wtedy i tylko wtedy, gdy
sa rOwnolegte.
Whiosek 2. Dwa katy sg jednokiadne wtedy i tylko wtedy, gdy sa rowne i ich odpowiednie
ramiona sg rownolegle.
Whiosek 3. Dwa trojkaty (wielokaty) sa jednoktadne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowied-
nie ich katy s3a rowne i odpowiednie boki sa rownolegte.

Twierdzenie
Kazde dwa okregi (kola) sa jednoktadne.

(J Dowdd. Gdy okregi sg wspotsrodkowe

1 przystajace, twierdzenie jest oczywiste. Gdy

okregi sa wspolsrodkowe i nieprzystajgce G
(ryc. 7.101), to okragg C, o promieniu 7, prze- &

ksztalca si¢ na okrag C, o promieniu 7, w jed-

nokfadnos$ciach o Srodku O, i stosunkach

d . d . r2 . r2
odpowiednio 7° -3~

Gdy okregi sa niewspotsrodkowe i przy-

stajace, to jeden z nich przeksztalca si¢ na
drugi w symetrii Srodkowej (a wigc w jedno-
ktadnosci o stosunku —1) o §rodku potozo- Ryc. 7.101.
nym w Srodku odcinka 1aczacego Srodki tych

okregdw (ryc. 7.102).

Ryc. 7.102.
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17. Obrazy figur w jednokfadno$ci. Figury jednoktadne

Rozwazmy sytuacje, gdy okregi te sa niewspotsrodkowe i nieprzystajgce (ryc. 7.103-107).

Ryc. 7.103.

[

B

Ryc. 7.106. Ryc. 7.107.

Ryciny te ilustruja konstrukcje srodkow jednoktadno$ci dwoch niewspotSrodkowych i nie-

przystajacych okregéw w ich roznych wzajemnych polozeniach wzglgdem siebie. We

wszystkich tych polozeniach konstrukcja ta jest nastgpujgca:

1. Prowadzimy prosta O, O, (lini¢ sSrodkow).

2. Dowolny punkt P, okregu C| taczymy z jego Srodkiem O,.

3. Przez §rodek O, okregu C, prowadzimy Srednice P, P,' rownolegla do promienia O, P,.

4. Proste P, P,'i P, P, przecinajg linig Srodkow O, O, tych okregow odpowiednio w punk-
tach A i B. Punkty te sa Srodkami ]ednokladnosa okrc;gow C,iC,. W jednokiadnos$ciach
o srodkach A i B i stosunkach odpowiednio — f— 1= okra}g C, przeksztalca si¢ na okrag C,.
Dowdd przeprowadz samodzielnie. U
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

Pytania i zadania

1. Kiedy dwie figury sg jednoktadne?
2. Omow obrazy figur: odcinka, kata, wielokata, okregu (kota) w jednoktadnosci.
3. Podaj przykiady figur jednoktadnych.
4. Narysuj obraz:
a) trojkata, b) czworokata, c) pigciokata

w jednoktadnosci o stosunku 2, —%, 3, =31 0 §rodku w danym punkcie wewnetrznym
kazdej z tych figur.
5. Skonstruuj Srodki jednoktadnosci pary:
a) odcinkéw réwnolegtych,
b) poiprostych rownolegtych,
c) prostych rownolegtych,
d) trojkatow jednoktadnych,
e) czworokatoéw jednoktadnych,
f) pieciokatoéw jednoktadnych.
6. Dany jest trojkat ABC i punkt O poza obszarem tego trojkata. Narysuj obrazy tego troj-
kata w jednoktadnosciach J i J, .
7. Dany jest trojkat ABC. Narysuj trojkat A'B'C"' bedacy obrazem trojkata ABC w jedno-

ktadnosci:
1

a) ]Az; b)J

-2
A"

18. Zastosowanie jednoktadno$ci w zadaniach

Podamy teraz przykfady zastosowania jednokladnosci do konstrukcji geometrycznych
1zadan na dowodzenie w geometrii.

Przyklad 1. W dany trojkat ABC o katach ostrych A i B wpisz kwadrat tak, aby dwa jego
wierzchotki lezaly na boku AB, a pozostale dwa na bokach BC i CA danego trdjkata.
Rozwigzanie:

Wykonujemy nastepujace czynnosci:

1. Budujemy kwadrat KLMN, ktérego wierzchotki K
i L leza na boku AB, a wierzcholek N na boku AC S R
(ryc. 7.108).

2. Prowadzimy polprosta AM do jej przeciecia sie N -
z bokiem BC w punkcie R. e

3. Kwadrat KLMN przeksztalcamy przez jednoklad- 4 K L P 0 B
nosé J , gdzie k= 44%.

W jednokiadnosci tej obrazami punktéw K, L, M, N

sa odpowiednio punkty P, O, R, S.

Czworokat PORS jest szukanym kwadratem. Istotnie, jednoktadnos¢ przeksztalca kwa-
drat na kwadrat. Punkt R, jednoktadny do M, lezy na boku BC. Obraz punktu K, czyli

Ryc. 7.108.
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18. Zastosowanie jednokfadno$ci w zadaniach

punkt P jest, w jednoktadnoSci o Srodku A, wspotliniowy z A 1 K, lezy wigc na prostej AB,
po tej stronie punktu A, co punkt K. Oczywiscie nalezy on do boku AB, gdyz katy A1 B sa
ostre. Podobnie dowodzimy, ze punkty Q i S leza odpowiednio na bokach AB 1 AC. Zada-
nie ma zawsze rozwigzanie i to tylko jedno.

Przyklad 2. Dany jest kat wypukly AOB
i punkt P wewnatrz tego kata. W kat ten
wpisz okrag przechodzacy przez punkt P.
Rozwigzanie:

Wykonujemy nastepujace czynnosci:

1. Rysujemy dwusieczng d kata AOB (ryc.
7.109).

2.Na dwusiecznej d obieramy dowolny
punkt S rézny od wierzchotka O danego Ryc. 7.100.
kata i kreslimy okrag C o Srodku S stycz-
ny do ramion kata AOB.

3. Wyznaczamy punkty przecigcia M i M, prostej OP z okr¢giem C.

4. Z punktu P prowadzimy réwnolegte do prostych M SiM, S, ktore przetng dwusieczng
d w pewnych punktach O,10,.

5. Wykreslamy okregi C, i C, o Srodkach O, 10, i promieniach dfugosci O, P10, P. Sg one
szukanymi okregami.

Whisujac najpierw okrag C, sprowadzamy zadanie do konstrukcji obrazu okregu C
w jednoktadnosci o Srodku O i takim stosunku k, aby obrazem punktu przeciecia okregu C
z prosta OP byl punkt P.

Dowéd poprawnosci konstrukcji: niech Q i R beda punktami stycznoSci okregu C z ra-
mionami OA i OB danego kata. Obrazem okrggu C w dowolnej jednoktadnosci jest pewien
okrag. Jesli srodkiem jednoktadnoSci jest punkt O, to Srodek O' obrazu okregu Cw tej jed-
nokfadnosci lezy oczywiScie na prostej OS. Poniewaz odcinki SO 1 SR sa rOwne 1 prostopa-
die do ramion OA i OB danego kata, wigc ich obrazami sg odcinki réwne i prostopadle do
tych ramion. Zatem kazdy okrag bedacy obrazem okregu C w jednoktadnosci o Srodku O
jest styczny do ramion danego kata. Pozostaje wyznaczy¢ ten sposrdd nich, ktory przecho-
dzi przez punkt P.

Prosta OP przecina okrag C' w dwoch punktach: M i M ,, wigc zadanie ma dwa rozwig-

zania. Otrzymamy je, wyznaczajac obrazy punktu S w jednokladnoSciach o Srodku

Oi stosunkach 2L 9L Beda one Srodkami szukanych okregdw. Oznaczajac ich Srod-
OM, OM,

ki odpowiednio przez O,'i O, ', otrzymujemy:
A0 —ne. OP . =57 Ao _OP
00,'=0S OM, 100,'=0S OM;,
Z drugiej za$ strony z konstrukgcji, a takze na mocy twierdzenia Talesa:

= OP .~~~ OP
00,=0S - 1 00,=0S"- .
I OM, 2 OM,
Zatem O/’ =Oli02' =0,.

Otrzymane okregi nie zaleza od wyboru okrggu C. Sprobujcie to uzasadni¢ samodzielnie.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Przyklad 3. Udowodnij, ze w kazdym tréjkgcie sSrodkowe przecinaja si¢ w jednym punk-
cie, ktory dzieli kazda z nich na dwa odcinki takie, iz pierwszy o poczatku w wierzchotku
trojkata jest dwa razy wigkszy niz drugi.
Rozwigzanie:
Niech ABC bedzie dowolnym trojkatem, a punkty A', B'1 C' — Srodkami odpowiednio
1

jego bokow BC, CA1AB (ryc. 7.110). W jednoktadnosci J j punkty B i C przeksztatcajg si¢
odpowiednio na punkty C'i B, wiec:
1372

» BC. 1

I_B’_
2CB=

Podobnie ]ednokladnost przeksztal-
ca punkty Ci A odpow1edn10 na A'1C,
wobec czego otrzymujemy rownos¢:

@) CA =-L1cA.

Poniewaz jednokfadnos$¢ J 2 przeksztalca 4 ' B
punkty A 1 B odpowiednio na B' i A, Ryc. 7.110.
otrzymujemy wigc trzecig rOwnosc:

—) 1
(3) A'B' =—5 AB.

()B'C =

Z rownosci 1-3 wnosimy, ze istnieje jednoktadnosc¢ o stosunku —% taka, w ktorej punk-
ty A, B'1C'sa obrazami odpowiednio punktow A, B i C. Srodek S tej jednokladnosci lezy
oczywiscie na kazdej z prostych AA', BB'i CC", wigc proste te przecinajg si¢ w jednym punk-
cie, jest nim Srodek S jednoktadnosci trojkatow ABC i A'B'C" o stosunku —l. Wobec tego

2
otrzymujemy:
A -—Llod o1l oo _15a den e
SA' = 0 SA, SB o SB, SC'= o SC, skad wynika, ze:

SA=2SA', SB=2SB', SC=2SC", comielismy udowodnic.
Uwaga. TreScig tego przykladu jest twierdzenie o Srodkowych w trdojkacie, omdwione

i udowodnione w klasie pierwszej. Punkt przecigcia si¢ srodkowych trojkata nazywa sie
Srodkiem ciezkoSci trojkata.

Przyklad 4™. Przez punkt O lezacy wewnatrz danego trojkata przechodza trzy przystajace
okregi. Kazdy z nich lezy wewnatrz trojkata i jest styczny do dwdch jego bokow. Udowod-
nij, ze punkt O, srodek okrggu opisanego na tym trojkacie i srodek okregu wpisanego
w ten trojkat leza na jednej proste;. ‘

Rozwiazanie:

Niech ABC bedzie danym trojkatem, zas O jego punktem wewnetrznym. Srodkami tych
okregow niech bedg punkty O, O,, O, (ryc. 7.111); lezg one na dwusiecznych odpowiednio
katow BAC, CBA 1 ACB, co wynika z zatozenia o stycznosci tych okregow do par bokow te-
go trojkata. A poniewaz okregi te sg przystajace (takze z zalozenia), wigc:

0,0, AB, 0,01l BC10,0,1l CA.
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18. Zastosowania jednoktadnosci w zadaniach

Punkt przecigcia si¢ dwusiecznych AO, BO,
1CO, trojkata ABC oznaczmy przez P. Jest to, jak
wiemy, Srodek okregu wpisanego w ten trojkat.
Na mocy twierdzenia Talesa otrzymujemy wigc:

PO, _ PO, PO, i

PA~ PB ~ PC ™

Jednoktadnos¢ o srodku P i stosunku k
przeksztalca trojkat ABC na trojkat O 0,0,
Punkt O, przez ktory przechodza dane trzy
przystajace okregi, znajduje sie w rownej

Ryc. 7.111.

odleglosci od punktéow O,, O,, O,, jest wigc §rodkiem okregu opisanego na trdjkacie
0,0,0,. Wobec tego jest obrazem Srodka R okrggu opisanego na trojkacie ABC we wspo-
mnianej jednoktadnosci. Stad wynika, ze punkty O, P, R leza na jednej prostej.

Przyktad 5°. Na plaszczyZnie dane sg dwa okregi styczne wewnetrznie w punkcie P. Prosta
styczna do jednego z nich w punkcie A przecina drugi okrag w punktach B i C. Udowodnij,

ze prosta PA zawiera dwusieczng kata BPC.
Rozwigzanie:

Rozwazmy jednoktadnos¢ o Srodku P i sto-
sunku rownym stosunkowi dlugosci promienia
wiekszego okregu do ditugosci promienia mniej-
szego (ryc. 7.112).

Jednoktadno$§¢ ta przeksztalca mniejszy
okrag na wigkszy, a styczng BC do mniejszego
okregu w punkcie A na styczng B, C| do wigk-
szego okregu w punkcie A,. Proste BC'i B, C sg
rownolegte, wigc Srednica duzego okregu prze-
chodzacego przez A, jest ich wspolng osig sy-
metrii. Symetria wzgledem tej osi przeksztalca
tuk BA natuk CA , skad wynika rownos¢ diugo-
Sci tych tukow. Wobec tego katy BPA 1 CPA,
majg rowne miary. Prosta PA zawiera wigc
dwusieczng kata BPC, co mieliSmy udowodnic.

Pytania i zadania

Ryc. 7.112.

1. W dany wycinek kota wpisz kwadrat w ten sposob, aby dwa jego wierzcholki nalezaty
do tuku okregu, a pozostate do promieni kota, ktore ograniczajg ten wycinek.

2. Punkt S jest Srodkiem ciezkosci trojkata ABC. Trdjkat ten przeksztalcamy przez jedno-
ktadnos$¢ o $§rodku S i stosunku k =— > i otrzymujemy trojkat A'B'C'. Udowodnij, ze

punkt S jest srodkiem ci¢zkosci takze trojkata A'B'C"i ze Srodek okregu opisanego na

trojkacie A'B'C' jest ortocentrum tego trojkata.

3. Udowodnij, ze rzuty wierzcholkéw prostokata na przekatne niezawierajgce tych wierz-
cholkow sg wierzchotkami prostokata jednoktadnego do danego prostokata.
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4. Wpisz kwadrat w dany polokrag tak, aby jeden bok lezat na §rednicy tego potokregu.

5. Dane sg kwadraty ABCD i PORS. Przeksztal¢ przez jednokladnos¢ pierwszy z nich tak,
aby otrzymany kwadrat byt wpisany w kwadrat PORS.

6". Na plaszczyznie dane sa trzy nieprzystajace okregi: S » 5,18, Okregi te lezg jeden na
zewnatrz drugiego. Wspolne styczne zewnetrzne okregdw S, 1S, przecinaja si¢ w punk-
cie A, okrggow S, 1S, —w punkcie B, a okregéw S, i .S, —w punkcie C. Udowodnij, ze
punkty A, B, C'leza na jednej proste;.

7". Rozstrzygnij, czy kazdy prostokat, ktéry mozna pokry¢ 25 kotami o promieniu diugo-
Sci 2, mozna tez pokry¢ 100 kotami o promieniu dtugosci 1.

8"". Na plaszczyznie dane sa trzy okregi: S, S, i S,. Okregi S, 18, s3 styczne zewngtrznie
w punkcie P, okregi S, 1S —w punkcie O, a okregi S, iS5, — w punkcie R. Prosta PQ
przecina okrag S, jeszcze w punkcie U, prosta PR — w punkcie V. Prosta UR przecina
okrag S, rowniez w punkcie W, a prosta VQ przecina okrag S, jeszcze w punkcie Z.
Udowodnij, ze punkt P lezy na prostej WZ.

9. Na plaszczyznie dane sg dwa nieprzystajace okregi: S 1S5, z ktorych jeden lezy na ze-
wnatrz drugiego. Wspdlne styczne zewnetrzne tych okregdw przecinaja sie w punkcie A,
za$ wspolnie styczne wewnetrzne — w punkcie B. Niech P bedzie dowolnym punktem
okrggu S, réznym od punktow stycznoSci. Udowodnij, ze istnieje Srednica okregu S,
ktorej jeden koniec lezy na prostej PA, a drugi na prostej PB.

19. Podobienstwo ptaszczyzny i jego wiasnos$ci. Podobienstwo figur

Podobienstwem nazywamy kazde przeksztalcenie wzajemnie jednoznaczne plaszczyzny
na siebie, w ktorym stosunek odleglosci obrazéw dowolnych dwoch punktéw do odlegto-
Sci tych punktow jest staly.

Stosunek ten nazywa si¢ skala podobiefistwa. Podobienistwo o skali k > 0 oznaczaé be-
dziemy przez P*. Jezeli obrazami punktéw A i B s3 w podobienstwie P* odpowiednio
punkty A'i B', co zapiszemy:

P*(A)=A, P*(B)=B,

toA'B'=k-AB.

Z. definicji podobienstwa wynikaja nastepujace wnioski:
Whiosek 1. Przeksztalcenie odwrotne do podobiefistwa o skali k jest podobiefistwem
o skali

SRS

(P*) =Pr.
Whiosek 2. Ziozenie podobienstw o skalach ki k, jest podobienstwem o skali k- & :

Ph phi= pihi= pliph,

Z. definicji podobienstwa oraz izometrii wynika:
Whiosek 3. Izometria jest podobienstwem o skali réwnej 1:

=P
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19. Podobienstwo ptaszczyzny i jego wtasnosci. Podobienstwo figur

Kolejny wniosek mozna wyprowadzi€ z definicji podobiefistwa oraz wiasnosci jedno-
ktadnosci: .
Whiosek 4. Jednoktadno$¢ o stosunku & jest podobiefistwem o skalilk |, przeksztalcajacym
odcinki rownolegte na odcinki réwnolegle.

Whioski 2-4 prowadza do jeszcze jednego wniosku:
Whiosek 5. Z1ozenie jednokiadnosci o stosunku & i izometrii jest podobiefistwem o skali
Ik |. Istotnie, jednoktadnoSc¢ o stosunku & i izometria sa podobienstwami o skalach odpo-
wiednio |k |1 1, wiec ich zlozenie jest podobiefistwem o skali |k1- 1=k

Mozna udowodnié, ze zachodzi twierdzenie odwrotne do podanego we wniosku 5.:

Twierdzenie

Kazde podobienstwo jest ztozeniem pewnej jednoktadnoSci 1 pewnej izometrii.

Z twierdzenia tego wynika, ze kazde podobienstwo ma wszystkie te wtasnoSci, ktore sa
wspolne dla dowolnej jednoktadnosci i dowolnej izometrii. Wobec tego:
Whiosek 1. Podobienstwo przeksztalca punkty wspolliniowe na punkty wspotliniowe,
a kat — na kat do niego przystajacy.
Whiosek 2. Obrazem prostej, polprostej, odcinka, okregu (kota) w podobiefistwie jest od-
powiednio prosta, polprosta, odcinek, okrag (koto). Obrazem wielokata jest wielokat o tej
samej liczbie bokow. ‘

Figury podobne

't

(@Y

Figure F' nazywamy podobna do figury G w skali k, gdy istnieje podobiefistwo o skali k \
przeksztalcajace F na G.

Mowimy, ze figury F i G sa podobne, co zapisujemy: F' ~ G, gdy jedna z nich jest po-
dobna do drugiej w pewnej skali.

Z definicji tej wynikaja nastepujace wnioski:
Whiosek 1. Kazda figura jest podobna w skali 1 do samej siebie i do kazdej figury do niej
przystajace;j.
Whiosek 2. Jezeli figura F jest podobna do figury G w skali &, to figura G jest podobna do
figury F w skali %
Whniosek 3. Jezeli figura F jest podobna do figury G w skali k , a figura G jest podobna do
figury H w skali k, to figura F jest podobna do figury H w skalik, - k..

Pytania i zadania \::;;%
1. Co to jest podobiefstwo?
2. Cojest:

a) przeksztatceniem odwrotnym do podobienstwa o skali ,
b) ztozeniem podobienstw o skalach k ik,?

3. Kiedy podobienstwo jest izometrig?

4. Czy jednokiadnosc jest podobienstwem?
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

5. Jakie wiasno$ci ma podobienstwo?
Co to znaczy, ze dwie figury sa podobne?
7. Wykaz, ze podobienstwem jest zlozenie:
a) dwoch jednoktadnosci,
b) jednoktadnosci z podobienstwem,
¢) izometrii z podobiefistwem.
8. Zbadaj, czy jest podobiefistwem przeksztalcenie ptaszczyzny, w ktorym obrazem punk-
tu A= (x;y)jest punkt A' = (x';y") taki, ze:

@

a)x'=3x,y'=y—-2; b)x'=3x—-1y' =3y+5;
c)x'==-2x+1y'=-2x+3 d)yx'=2x—-1y =3y-2.

9. Dane sg punkty: A=(1;3),B=(-1;2),C=(4;3), D=(-2;-1). Oblicz skale podobien-
stwa, w ktorym obrazami punktow A i B sa odpowiednio punkty C'i D.

10. Dane sg rézne punkty: A, B, C, A", B', C'i X takie, ze A'B'=2AB, A'C'=2AC,
B'C'=2BC. Skonstruuj obraz X' punktu X w podobienstwie, w ktorym punkty A', B/,
C'sg obrazami odpowiednio punktow A, B, C.

11. Wykaz, ze w podobienstwie obrazem:

a) Srodka odcinka jest Srodek obrazu tego odcinka;
b) prostej jest prosta;

c) okregu (kota) jest okrag (koto);

d) figury wypuklej jest figura wypukla;

e) kata jest kat do niego przystajacy;

f) wielokata jest wielokat o tej samej liczbie bokow.

12°. Udowodnij, ze jezeli podobiefistwo P plaszczyzny nie ma punktdw statych, to zlozenie

przeksztalcenia P z soba, czyli przeksztalcenie P - P takze nie ma punktow statych.

20. Cechy podobienistwa trojkatow

Rozwazmy dwa trojkaty: ABC'i A'B'C' o bokach dtugosci odpowiednio a, b, cia',b',c'
oraz katach odpowiednio o, B,y i, B, y' (ryc. 7.113) i zal6zmy, ze trojkaty te sa podob-
ne. Istnieje wiec pewne podobienstwo o skali k& przeksztatcajace trojkat ABC na trojkat

<V~

Ryc. 7.113.
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20. Cechy podobienstwa trojkgtow

A'B'C', w ktorym obrazami punktow A, B, C sa odpowiednio punkty A', B, C'. Zachodza
wowczas rownosci:

(1)%2%:%:koraz:

Qa' =0 B =By =Y.

Powstaje pytanie, czy aby stwierdzi¢, ze trojkaty ABC'i A'B'C'sa podobne, muszg zacho-
dzi¢ wszystkie rownosci (1) i (2), czy tez wystarczy, aby spelnione byly tylko niektore z nich.

Odpowiedz na to pytanie sformulujemy w postaci twierdzen okre§lajacych warunki
wystarczajace, aby dwa trojkaty byly podobne. Warunki te nazywamy cechami podobien-
stwa trojkatow.

Pierwsza cecha podobienstwa trdjkatow: BBB

Twierdzenie 1.

Jezeli boki jednego trojkata sa proporcjonalne do odpowiednich bokéw drugiego tréj-
kata, to trojkaty te sg podobne.

To znaczy, ze jezeli:
é{g = %g = %ﬁi, to trojkaty te sa podobne, co zapiszemy:
AA'B'C' ~ AABC .

0 Dowdd. Niech:

AB'_BC' _CA _
()°Ag =Bc =ca ~k

Rozwazmy jednoktadnos$¢ J é i przeksztalémy w niej trojkat ABC. Niech A =J le (A),
B= Jé( (B). Oczywiscie Jé (C)=C (ryc. 7.114). Wowczas zachodza rownosci: CA = k - CA,
CB,=k-CBiA, B =k AB, skad na mocy rownosci (*) otrzymujemy zwiazki:

C'A' | C'B' | A'B' |
CA = CA -CA=C'A,CB,= B -CB=C'B' oraz A B,= A5 "AB=A'B.

CV

L)

Ryc. 7.114.

Trojkaty A B,C i A'B'C' maja odpowiednie boki rowne, s3 wigc przystajace (na mocy
cechy przystawanla BBB). Istnieje zatem izometria / przeksztalcajgca trojkat A, B, C na
trojkat A'B'C'. Wobec tego w ztozeniu IJ (ktore jest podobienstwem) trojkat A' B C sta-
je si¢ obrazem trdjkata ABC. Sg wigc one podobne @
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VII. Przeksztaicenia geometryczne ptaszczyzny

Druga cecha podobienstwa trojkatow: BKB

Twierdzenie 2.

Jezeli dwa boki jednego trdjkata sa proporcjonalne do odpowiednich dwoch bokow
drugiego oraz katy zawarte mi¢dzy tymi bokami sa réwne, to trdjkaty te s3 podobne.

To znaczy, ze jezeli:

CA_CB'§ 4C'=4C, 10 AAB'C' ~ AABC (ryc. 7.115).

¢ <

Ao B
A? B
Ryc. 7.115.
(J Dowod. Wystarczy znowu rozwazy¢ jednoktadnosé J é, gdzie k= %Xl = % (patrz
poprzedni dowdd) i powotac si¢ na druga ceche przystawania trojkatow — BKB. U

Trzecia cecha podobienstwa trojkatow: KKK

Twierdzenie 3.

Dwa trojkaty sa podobne, jezeli maja katy odpowiednio rowne.

To znaczy, ze jezeli<A' = <Ai<B' = 4B,
to AA'B'C' ~ AABC. Wystarczy porownac
dwa katy, poniewaz w trojkacie wyznaczaja
one trzeci (stad czasem trzecig ceche podo- prEatE. AW
bienstwa trojkatow oznacza si¢ przez KK). . .

(19

0J Dowdd. Rozwazmy jednoktadno§é J C’f,

gdzie k=-’%~§—‘. Przeksztalci ona trojkat

ABC na trojkat A, B, C przystajacy (na mo-
cy trzeciej cechy przystawania KBK) do o ) ( %
trojkata A'B'C' (ryc. 7.116). Zatem
AABC ~AA'B'C.(J
Z twierdzenia tego wynikajg nast¢pujgce wnioski:
Whiosek 1. Kazde dwa trojkaty rownoboczne sg podobne.
Whiosek 2. Dwa trojkaty rownoramienne sa podobne, jezeli ich katy lezace naprzeciw

podstaw sg rOwne.
Whiosek 3. Dwa trojkaty prostokatne sa podobne, jezeli maja rowny jeden kat ostry.

Ryc. 7.116.
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20. Cechy podobienstwa trojkgtow

Podobienstwo trojkatow mozemy sprawdzi¢ rowniez za pomocg tego twierdzenia:

( Twierdzenie 4.

Jezeli boki jednego trojkata sa rownolegte do odpowiednich bokdw drugiego trojkata,
| to trojkaty te sa podobne.

Dowod tego twierdzenia przeprowadz samodzielnie.

Podobienstwo wielokatow

Wiemy, ze jeSli dwa wielokaty sa podobne, to majg odpowiadajgce sobie w tym
podobienstwie rowne katy i odpowiednie boki proporcjonalne, na przyktad jesli:

ABCDE ~ A'B'C'D'E' (ryc. 7.117), to:

()55 ~BC =D DE A O

(#%)<A'=<A,«B'=<4B,<C'=<C,<D"'=<D,<E'=<E.

D
D £ <

A B A B
Ryc. 7.117.

Powstaje pytanie, czy jesli dwa wielokaty spetniaja jedna z rownosci: () lub (xx), to sg
podobne. Innymi stowy, czy proporcjonalno$¢ bokéw lub réwnos¢ parami katow dwoch
wiclokatow wystarcza na to, aby te dwa wielokaty byty podobne? Nietrudno uzyskac na to
pytanie odpowiedz przeczaca, gdyz:

a) na przykiad kwadrat i dowolny prostokat maja katy rowne, lecz nie sa figurami podobnymi;
b) kwadrat i dowolny romb maja proporcjonalne boki i tez nie sa podobne.

Okazuje si¢, ze aby dwa wielokaty byly podobne, musza mie¢ jednoczeSnie parami
rowne wszystkie katy 1 wszystkie odpowiednie boki proporcjonalne.

Zachodzi nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.

Jezeli dwa wielokaty maja parami rowne wszystkie katy i wszystkie odpowiednie boki
proporcjonalne, to wielokaty te sg podobne.

Pytania i zadania r\:f;;%\(%
1. Wymien cechy podobienstwa trojkatow.
2. Podaj warunki wystarczajgce do podobiefistwa dwoch czworokgtow.
3. Trojkaty ABC i KLM sa podobne. Diugosci bokéw trojkata ABC wynosza 6, 8 1 9,
aw trojkacie KLM najdtuzszy bok KL ma diugos¢ 12. Wyznacz diugosci pozostatych bo-
kow trojkata KLM.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

4. Trojkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C'w skali % Odpowiadajace sobie boki roz-
nig si¢ 0 5 cm. Wyznacz diugosci tych bokow.

5. Boki trojkgta ABC wynosza 10, 9 i 6. Najkrotszy bok podobnego trojkata A'B'C' ma
diugosc¢ 20. Wyznacz diugosci pozostalych bokow trojkata A'B'C'.

6. Czworokgt ABCD ma boki o dtugosci 8, 10, 12 i 14. Suma dlugosci najkrotszego i naj-
dtuzszego boku czworokgta A'B'C'D' podobnego do czworokata ABCD jest rowna 33.
Wyznacz diugosci bokoéw czworokata A'B'C'D'.

7. Trojkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C'w skali k. Wyznacz stosunek:

a) obwodu trdjkata ABC do obwodu trojkata A'B'C',

b) diugosci promienia okregu wpisanego w trojkat ABC do dlugoSci promienia okregu
wpisanego w trojkat A'B'C,

¢) pola trojkata ABC do pola trojkata A'B'C'.

8. Oblicz dlugosci bokow i wysokosci rownolegloboku o obwodzie 72, wiedzgc, ze stosu-
nek diugosci jego wysokosci wynosi 5:7, za$ stosunek miar jego katow wewnetrznych
jest rowny 1:2.

9. Boki trojkata ABC maja dlugosci: AB = 6, BC =8, AC = 10. Trojkat A'B'C" jest podobny
do trojkata ABC, a jego obwdd jest rowny 60. Wyznacz dlugosci bokow trojkata A'B'C".

10". W trojkacie ABC kat przy wierzchotku C jest dwa razy wigkszy od kata przy wierzchot-

ku B. Dwusieczna kata przy wierzchotku C przecina bok AB w punkcie D. Udowod-
nij, ze AC*=AD - AB.

11°. Prosta przechodzaca przez wierzcholek A rownolegtoboku ABCD przecina jego prze-

katng BD w punkcie E, bok BC w punkcie F, a prosta DC w punkcie G. Udowodnij, ze
EA*=EF - EG.

21. Twierdzenie Talesa i jego zwigzek z podobienstwem

Powrdémy teraz do twierdzenia Talesa, aby pokazac jego zwiazek z podobienstwem.
Udowodnimy to twierdzenie, korzystajac z trzeciej cechy podobienstwa trojkatow.

Twierdzenie (Talesa)

Jezeli ramiona kata przeciete sg dwiema prostymi rownolegtymi, to stosunek diugosci
odcinkéw jednego ramienia, ktorych jednym konicem jest wierzcholek kata, rowny jest
stosunkowi dtugosci odpowiednich odcinkéw drugiego ramienia.

0J Dowod. Niech O bedzie wierzchotkiem kata, poipro- Q
ste [ 1 m jego ramionami, za$ a i b prostymi rownolegly-
mi przecinajacymi / i m odpowiednio w punktach A, B, A C 4

C, D (ryc. 7.118). Z réwnoleglosci prostych @ i b wynika
rownos$¢ katow OAC 1 OBD oraz OCA i ODB odpowied- B
nio trojkatow AOC i BOD, a stad podobiefistwo tych / \
/ m

trojkatow (na mocy cechy KKK).

Ryc. 7.118.
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22. Zastosowanie podobienstwa trojkatéw do dowodzenia twierdzen

zastosowaC w nastepujacym przypadku:
dane sa dwie proste / i m, przecinajgce si¢
w punkcie O, oraz proste rownolegle a i b.
Proste [ 1 m przecinaja proste a i b

Wobec tego zachodzg zwigzki:

8% 8% ég, a wiec w szczegolnosci dowodzona rownosé 82 85 B

Podobny sposéb dowodzenia mozna

b
odpowiednio w punktach A, B, C i D
lezacych po obu stronach punktu O (ryc.
OA _0C _ AC
7.119). Wowczas OB>-0D - BD
S : Ryc. 7.119. —
Pytania i zadania \%ﬁ&
0A _OC oA _oc -

. W trapezw ABCD nieréwnolegte bok1 AD1BC przediuzono do przeciecia si¢ w punk-
cie S. Oblicz SC, jezeli CB =5, AD =4, SD = 6.

. W trojkacie ABC wysokos¢ CD dzieli bok AB na odcinki AD = 3, DB = 5. Dlugos¢ boku
BC wynosi 7. Na jakie czesSci dzieli bok BC symetralna boku AB?

. W trojkacie ABC bok AB = 18. Bok AC podzielono w stosunku 2:3:4 i punkty podzialu
polgczono z bokiem CB odcinkami rownoleglymi do boku AB. Wyznacz dlugosci tych
odcinkow.

22. Zastosowanie podobienstwa trojkatow do dowodzenia twierdzen

Obecnie podamy przyktady zastosowania cech podobiefistwa trojkatéw w dowodach

niektorych twierdzen.

Przykiad 1. Twierdzenie Pitagorasa

AP

Jezeli trOjkat jest prostokatny, to kwadrat

dlugosci przeciwprostokatnej rowny jest sumie
kwadratow dlugosci przyprostokatnych.

UJ Dowdd. Niech ABC bedzie trojkatem prosto-
katnym o kacie prostym przy wierzchotku C (ryc.

7.120). Nalezy dowies¢, ze AB*=AC?*+BC?. ¢

A D °B

W tym celu poprowadzmy z wierzchotka C wy- Ryc. 7.120.

soko$¢ CD. Poniewaz <CAB jest wspdlnym katem ostrym trojkagtow prostokatnych ADC
i ABC, a <ABC jest wspolnym katem ostrym trdjkatow prostokatnych DBC i ABC, wiec
AADC ~ AABCiADBC ~ AABC (cecha KKK). Stad wynikaja odpowiednio proporcje:

ﬁg Igg gg ﬁg,azmch~rownosm AC*=AB-ADiBC?= AB- DB, ktore do-

dane stronami prowadza do rownosci:

AC*+BC*=AB-AD+AB-DB=AB(AD+DB)=ABR* ()

Uwaga. Podany dowod pochodzi od Euklidesa — tworcy geometrii, ktorej uczymy si¢ w szkole.
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VII. Przeksztaicenia geometryczne pfaszczyzny

Przyklad 2. Twierdzenie o odcinkach siecznych

Jezeli dwie sieczne okregu przecinaja si¢ w pewnym punkcie P, to iloczyn odlegtosci
punktu P od punktéw A, i B, w ktérych przecina okrag jedna sieczna, jest rowny iloczyno-
wi odlegtosci punktu P od punktéw A, i B,, w ktorych przecina ten okrag druga sieczna
(ryc. 7.12117.122): PA,- PB,= PA,- PB,.

Ryc. 7.121. Ryc. 7.122.

(J Dowod. Potgczmy odcinkami punkty A, i B, oraz A, i B. Poniewaz katy PA, B, 1 PA, B,

oraz PB A, 1 PB, A, sa rowne (dlaczego?), wigc trojkaty PA, B, i PA, B, sa podobne. Stad
: . PA PA, L PPy

wynika proporcja PB, = ﬁ, a z niej zadana rownoS¢ PA - PB,= PA,- PB,. O

Uwaga. Twierdzenie, ktore przed chwilg udowodniliémy, mozna rowniez ujac nastgpujaco:

Iloczyn dlugosci odcinkow lezacych na siecznej danego okregu, poprowadzonych od

punktu P nalezacego do tej siecznej do punktéw przecigcia tej siecznej z okregiem, jest

wielkoScia stala.

Aby wyznaczy¢ te stalg, poprowadzmy przez punkt P sieczng przechodzacg przez sro-
dek O tego okregu i przecinajaca go w punktach A, i B, (ryc. 7.121 i 7.122). Wowczas od-
cinki PA, i PB, beda mialy dfugosci odpowiednio r —d ir+d (ryc. 7.121) lubd —rid+r
(ryc. 1.122), gdzie d = OP, za$ r jest diugoScig promienia danego okrggu. Wtedy bedzie:
PA,-PB,=PA, - PB,=PA, PB,=ld’ - r’|.

Liczbe d?-r’ nazywamy potega punktu wzgledem okregu. Liczbie tej rowny jest
w szczegOlnosci kwadrat diugosci odcinka PA  stycznej do okregu poprowadzonej z punk-
tu P poza tym okregiem (ryc. 7.122).

Twierdzenie o odcinkach siecznych zwane bywa tez twierdzeniem o potedze punktu
wzgledem okregu.

Przykiad 3. Twierdzenie o czworokacie wpisanym w okrag

Czworokat wypukly mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyny diugosci
odcinkow przekatnych, na ktore dzieli je ich punkt przecigcia, sg rowne.
(J Dowdd. Zatozmy, ze czworokat ABCD, ktorego przekatne AC i BD przecinajg si¢
w punkcie O, mozna wpisa¢ w okrag (ryc. 7.123). Nalezy dowies¢, ze OA - OC = OB - OD.
Poniewaz trojkaty AOD i BOC s3 podobne (cecha KKK), wiec 8—g = —8%, skad
OA-0OC=0B-OD.
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22. Zastosowanie podobienstwa trojkatow do dowodzenia twierdzen

A
A
B
B
Ryc. 7.123. Ryc. 7.124. Ryc. 7.125.

Zalozmy teraz, ze w czworokacie ABCD zachodzi rOwnoS¢:

(*) OA-OC = 0B - 0D i nie wszystkie jego wierzcholki leza na jednym okregu (ryc.
7.124 1 7.125). Wtedy, oznaczajac przez C' punkt przecigcia potprostej AC 2 okregiem
przechodzacym przez wierzchotki A, B i D czworokata ABCD, otrzymamy czworokat
ABC'D, w ktorym na mocy udowodnionej czg¢sci twierdzenia zachodzi rownosc¢:

(#x) OA-OC'"=0OB - OD.

Z rownosci () 1 (xx) wynika, ze OC = OC", a stad, ze C 1 C' pokrywaja si¢, co przeczy te-
mu, ze nie wszystkie wierzchotki czworokata ABCD lezg na jednym okregu. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi stusznosci tezy. ([

Przykiad 4°. Twierdzenie Ptolemeusza

W kazdym czworokacie wypuklym ABCD iloczyn dtugosci przekatnych nie przekracza
sumy iloczynow dtugosci przeciwleglych bokow:

(x) AC-BD<AB - CD+ BC-AD,
przy czym rownos$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat ABCD mozna wpisac
w okrag.

(J Dowdd. Obierzmy wewnatrz czworokata ABCD taki punkt P, aby <PAD =<CBD

i <ADP =<BDC (ryc. 7.126). Wowczas z podobienstwa trdjkatéw APD i DBC (cecha

KKK) otrzymujemy rownosci g—g = % oraz —’—g—% = %, ktore sg rownowazne odpowied-

nio rOwnosciom:

(1) AP= 73%5\[) oraz:
AD _ DP
(2) DB = D
Z réwnosci katow ADB i PDC oraz proporcji (2)
wynika, ze trojkaty ABD i PCD sa podobne (cecha
BKB). Stad:
AB-DC
() PC="pp—
Poniewaz AC < AP + PC, wicc uwzgledniajgc row-
nosci (1) i (3), otrzymujemy nieréwnos¢ (). Ryc. 7.126.
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VII. Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny

Zauwazmy teraz, ze rownos$¢ w nierownosci Ptolemeusza ma miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy punkt P nalezy do przekatnej AC. To zas$ jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym
rownosci katow CAD 1 CBD, czyli warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby czworo-
kat ABCD mozna bylo wpisa¢ w okrag.

Tak wigc czworokat wypukly ABCD mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
AC-BD=AB-DC+BC-AD. U

Przykiad 5°. Twierdzenie o ,,motylku”

Przez srodek M dowolnej cigciwy AB okregu po-
prowadzmy jeszcze dwie cigciwy, ktore przetng ten
okrag w punktach C, D, E, F (ryc. 7.127). Jesli
odcinkami potaczymy teraz punkty C'i E oraz F'i D,
otrzymamy figur¢ CDEF, ksztaltem przypominaja-
ca motyla. Oznaczmy ponadto przez P i Q punkty
przecigcia cieciwy AB odpowiednio z cigciwami CE
i FD. Teraz mozna podac twierdzenie o ,,motylku”:

Skonstruowane w powyzszy sposOb na prostej
AB odcinki PM i MQ maja réwne diugosci albo (co
na to samo wychodzi) odcinki AB i PQ maja wspol-
ny Srodek M.

U Dowdd. Zrzutujmy prostopadle punkt P na od-
cinki CM 1 ME, a punkt Q na odcinki MF i MD (ryc.
7.128). Oznaczmy dtugosci otrzymanych w ten spo-
sob wysokosci trojkatow CMP, PME, FMQ 1 QDM
odpowiednio przez x, y, 1 x,, y,, a rownych odcin-
kow AM 1 BM przez a, za$ odcinkow PM 1 OM odpo-
wiednio przez xiy.

Uwaga. W dalszych rozwazaniach symbolem AS.
oznacza¢ bedziemy trojkat o wierzchotku S i1 boku
zlezacym naprzeciw tego wierzchotka.

Z podobienstwa trojkatow AC i AF_otrzymu-
jemy proporcje: | 2

X, _CP

(1 3;;‘ =IO
za$ z podobienstwa trojkatow:

AEyl i ADyz, AM, i AM},2 oraz Asz i AM, - odpowiednio proporcje:

Ryc. 7.128.

(3) y—l = g—%, czyli % = %, oraz:
2

X _ _
(4) QM’ czyli xX,” y,bo PM=x,0M=y.

Gdy pomnozymy rownosci (3) i (4) stronami, to otrzymamy:
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22. Zastosowanie podobienistwa trojkatow do dowodzenia twierdzen

x~_CP-PE xl cp -, yl PE

5 = 5 d = AN
OV =Fo 0D 8%, " Fg Y, T 0D
7 twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu wynika:
CP-PE=AP PB=(AM—-PM)-(PM+ MB)=(a-x)(a+x)oraz:
FQ-OD=BQ QA=(BM-QM)-(OM+MA)=(a=y)(a+y)

Zatem:

x> _CP-PE _(a=x) (a+X) g°—x’
y? FO-OD (a-y)-(a+y) a’=y”

skad kolejno otrzymujemy rownosci:

x:_a’-x*
2 = 2 2o
y a —y
xz(az—y2>=y2(a2—x2),

2.2 2.2 2 2 .
a x“=a”y’, x“=y~ 10statecznie x =Y.

Tym samym dowdd twierdzenia zostaf zakonczony. (J

Pytania i zadania

1.

Udowodnij, ze w trojkacie prostokatnym diugos¢ wysokosci opuszczonej z wierzchot-
ka kata prostego rowna jest §redniej geometrycznej dlugosci odcinkow, na jakie ta
wysokos¢ dzieli przeciwprostokatnag tego trojkata.

. Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, korzystajac z twierdzenia o stosunku pol trojkgtow

podobnych.

. W wycinek kota o promieniu diugosci R wpisano okrag o promieniu diugosci r. Cigci-

wa taczaca konce promieni wycinka ma dfugos$¢ 2a. Udowodnij, ze % = % + le"

*. Z wierzchotka A kwadratu ABCD zakreSlono tuk BD. Rzuty prostokatne dowolnego

punktu P tego tuku, réznego od B i D, na przelgggrg BD oraz boki BC 1 CD sa
odpowiednio punktami Q, RiS. Wykaz, ze PO = /PR PS.
Przekatne czworokata ABCD przecinaja si¢ w punkcie O. Udowodnij, ze

AO-BO = CO - DO wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat ten jest trapezem.

*. Prosta [ przecina boki AB i AD réwnolegtoboku ABCD odpowiednio w punktach £ i F,

a przekatna AC —w punkcie G. Udowodnij, ze ﬁ—g + %11;2* ﬁg

.Dany jest rownolegtobok ABCD, ktorego diuzszg przekatng jest AC. Punkt C

zrzutowano prostopadle na proste AB i AD, otrzymujac odpowiednio punkty £ i F.
Udowodnij, ze AB-AE + AD - AF = AC”.

". Dany jest kat o wierzcholku O i okrag styczny do jego ramion w punktach A i B.

Z punktu A poprowadzono rownolegle do OB polprostg przecinajgcg okrag w punk-
cie C. Odcinek OC przecina okrag w punkcie E, a proste AE i OB przecinajg si¢
w punkcie K. Udowodnij, ze OK = KB.

. W trojkacie ostrokatnym ABC, w ktorym AC < BC, punkty O, H i P s3 odpowiednio:

srodkiem okregu opisanego, ortocentrum i spodkiem wysokoSci opuszczonej
z wierzchotka C. Prosta poprowadzona przez punkt P i prostopadta do prostej OP
przecina bok AC w punkcie Q. Udowodnij, ze <PHQ = <BAC.
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Odpowiedzi i wskazowki

Odpowiedzi i wskazowki

Rozdziat I.
1.
5V 9 2 2
4. a)<x+§)—z; b)=3(x—2) +32; ¢)4(x—2)-20;
1y 1 2 1V 1
d)—4(x—§>+121—6~; &) /2(x— 1)’ +2-/2; f)<x+§>—z;
) 2
g)%<x+%>—l—9l—; h)@@—@)—#; i)6(x—16) - 294.
5. a)x,=-3,x,=-1; b)x,=-2,x,=8; c)x,==3,x,= 1
d)xlz—%,xf%; e)x,=—2,x,=1 f) x,==9,x,=3.

6. a) Pomno6zmy obie strony tego rownania przez 4; otrzymamy rownanie
4x*+ 4x + 44 = 4y*, ktore jest rownowazne kolejno réwnaniom:
(2x+ 1) +43=(2y), (2x+ 1) = (2y) =—43,(2x + 2y + 1) (2x = 2y + 1) =—43.
Poniewaz —43=-43-1=43-(=1)=1-(-43)=(-1) - 43, wigc ostatnie rownanie
jest rownowazne ukfadom rownan:
{2x+2y+1=—43 {2x+2y+1:43 {2x+2y+l=1 {2x+2y+1:—1

2x=2y+1=1, 2x—2y+1=-1, 2x—=2y+1=-43, |2x—-2y+1=43,
a te — odpowiednio uktadom réwnan:

xX+y=-22 x+y=21 x+y=0 X+y=-—
x—y=0, x—y=—1, x—y=-22, x—y=21.

Rozwiazujac je, otrzymujemy pary: (=11; —=11), (10; 11), (=11; 11), (10; =11).
b) Rozumujac jak w poprzednim przykiadzie, dochodzimy do uktadéw rownan:

x+y=-82 x+y=0 x+y=281 x+y=—1
x—y=0, x—y=-82, x—y=—1, x—y=-38lI,

ktorych rozwiazaniami sa pary:
(—41;-41),(—41;41),(40;41),(—41; 40).

¢) Rownanie to jest rownowazne kolejno rownaniom:
= (y+ I+ 12,00 (y+ 1Y =12, (x+y+ D) (x—y—1)= 12,
Poniewaz liczby x +y + 11 x —y — 1sa albo parzyste, albo obie nieparzyste, a ich ilo-
czyn rowny jest 12, to obie te liczby sa parzyste. Ostatnie rownanie jest wiec rowno-
wazne uktadom réwnan:

x+y+1=6 xX+y+1=2 x+y+1=-6 x+y+1=-
x—y—-1=2, x—y—1=6, x—y—1=-2, x—y—1=-6,

a te odpowiednio uktadom réwnan:

x=4 x=4 x=-4 x==4

y=1, x=-3, y==3, y=1,
Rozwiazaniem danego réwnania sg wigc pary liczb (4; 1), (4; =3),(=4; =3),(=4; 1).
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Rozdziat |

7.

o N

10.
11.
16.
17.
18.

19.

© X NS U R oW

[
S

Przypusémy, ze gdy liczba x jest catkowita, to liczba f (x) = ax®+ bx + ¢ tez jest calko-
wita. Wowczas:

1. f£(0) = ¢, wigc c¢ jest liczba catkowita;

2.f()=a+b+c,stada+b=f(1)—c, wigca+ bjest liczba catkowita;
3.f(2)=4a+2b+c,stad2a=f(2)—2(a+b)— c,wiec 2a jest liczbg catkowity.
Odwrotnie, gdy 2a, a + b i ¢ 53 liczbami catkowitymi, to funkcja ax* + bx + ¢ ma dla kaz-
dego catkowitego x wartos$c¢ catkowita. Istotnie:

ax’+bx+c=ax’—ax+ax+bx+c=ax(x—1)+(a+b)x+c=

x(x—-1)
2

(x-1)

Liczba XT jest catkowita, gdyz x (x — 1), jako iloczyn dwoch kolejnych liczb cat-

=2a +(a+b)x+ec.

kowitych, jest liczbg parzysta. WartoS¢ ax”+ bx + ¢ rOwna si¢ zatem sumie trzech liczb
catkowitych, wiec jest catkowita.

a)y=x>+2x=4;b) y=—2x"+4x - 5.

a=2.

Nie.

b=—4,c=1
a=1,b=-6,c=8.
m=2,n=—1
a=4,b=-1
F(x+1)=2x"+5x+09.
f(x):%x2+%x—%.

a) %; b) —6; ¢) —%; d) i
a)=5,~1;b)~2,4:¢)=6,3 d) 3, 13.
x*—6x+ 10.

—3x’+6x+9.

7. Wygodnie jest sporzadzi¢ odpowiedni rysunek (ryc. 1, s. 256). Niech O oznacza Srodek

kuli opisanej na danym stozku. Wowczas: OM = ON = 0C = 0B = OA =R, CQ = x.

297



Odpowiedzi i wskazowki

Zatem OQ=CO-CQ=R—-x. Oczywi-
Scie x € (0; %R) Stad na mocy twierdze-
nia Pitagorasa zastosowanego do trojkata
MOQ mamy MQ’=MO*-Q0% czyli
MQO*=R*~(R—x)=2Rx-x% Zatem

pole kota o Srodku w punkcie Q i promie-

niu MO wynosi 7 (2Rx — x7). Z twierdze-

nia Talesa otrzymujemy ?)8 gg czyli

A D B

—}%Q——:l— Stad PQ = xf . Pole kota
7Ix

o Srodku w punkcie Q i promieniu PQ wynosi: 3

Ryc. 1.

2
Zatem pole szukanego pierScienia rowne jest 70 (2Rx — x*) - TETX =7 (—% x°+ 2Rx )

Zadanie sprowadza si¢ wigc do znalezienia takiej liczby x z przedziatu (O; % R>, dla

ktorej funkcja f (x) =— %—xz + 2Rx osiaga warto$¢ najwieksza.

Poniewaz:
2
__ 40 A B IR 34,3 3R 3R
f(x)= 3 X+ 2Rx = 3<x 2x4R+16R + R 3(x 4R>+4R <zR
dla kazdego x, przy czym f (x) :%RZ, gdy x = %RliR S %

Scig x jest%R.

8. a) Sporzadzmy odpowiedni rysunek (ryc. 2).
Bez trudu zauwazymy, ze skoro
AA =BB =CC =DD =EE =FF,
1AB=BC=CD=DE =FEF=FA, to
AB=B C=C D=DE=E F=FA.
Poniewaz:
4A=<B=<C=<D=<E=<F,wigc na mocy
wezesniejszych wnioskow trojkaty AA F, A BB,
B,CC,C DD, D EE iE FF, saprzystajace.
Zatem F\ A=A B=BC=CD=DE-=EF.
Ponadto zauwazmy, ze:
<A = 180" —<AA F —<BA B,= Ryc. 2.
=180° - 60° + <AF, A — <BA B,=120".
Analogicznie <B = <C = <P =<E =<F =120° co dowodzi foremnosci szescio-
kata A B C, D E F,

b) Oznaczmy przez S, bok szesciokgta A, B,C D E| F, (ryc. 3). Zrzutujmy F, prostopa-
dle na prostg AB, otrzymujac punkt P. Poniewaz <F, AP = 60°, wigc PA = ST_[
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Rozdziat |

10.

11.

12.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do
tr(')jkqtc’)w A, PF,1 APF otrzymujemy:

s'=A P*+F P’=A P*+AF, - AP*= F

2
N ‘ S=t\_ 2, 2
_<t+—2—> +(s—1) —(—2—> =t +s"—st, Fy

2
czylislzztz—st+s?‘=(t—%> +—%sz. s
vs—t\
Wynika stad, ze 512 ma najmniejszg wartosc, }b /
czyli s jest najkrotszy, gdy 7 = % KP """ VR :'41 B
Ryc. 3.

a)3(x—2)(x+1) b) 3 (x— 1) ¢)—(x—5)(x+4)
d)-3(x- 1)(x+%>; €)2(x—0,25)- (x+0.5); £)(x—8)(x+2).
a)x*—x—6; b) x*— 5x+4; c) x>+ 6x+9;
d) x° — dx; e)x’—dx+2; fya’-2,/2x—1.

a) f(x)>0dlax e (—o0; =3)U(1;+00), f(x)<0dlaxe (=3;1)
b) f(x)<0dlax €R;

¢) f(x)>0dlax e (—o0; 1)U (2;+00), f(x)<Odlaxe(1;2)

d) £ (x )>Odlaxe(1;%>,f(x)<0dlaxe( - 1)u(§ +oo>
e) f(x)<0dlaxeR,;

f) f(x)>0dlaxe (—oo;—%)U(2;+oo),f(x)< Odlaxe (——é—;z)‘

Zauwazmy, ze f(1)=a+b+c <01 f(0)=c. Z faktu, ze trojmian ten nie ma pier-
wiastkow rzeczywistych, wynika, ze jest on stalego znaku. Poniewaz f (1)< 0, wigc
if(0) <0,ale f(0)=c.Stadc<0.

Poniewaz dwa pierwsze trojmiany maja dwa pierwiastki rzeczywiste, to ich wyr6zniki
A iA, sa dodatnie: 4a*— 4b*= A > 0,4b*— 4¢*= A, > 0. Dodajac stronami te nieréw-
noéci, otrzymujemy 4a’—4c”>>0, czyli 4c’—4a’<0. Stad wynika, ze wyrdznik
A,=4c’ - 4a’ tréjmianu x* + 2cx + a” jest ujemny, co oznacza, ze trojmian ten nie ma
pierwiastkow rzeczywistych.

Sposéb pierwszy: Wzor funkgji f (x) mozemy przepisa¢ rOwnowaznie:
f(x)=3x*=2(a+b+c)x+(ab+bc+ca).

Jest ona zatem funkcjg kwadratowa o wyrozniku:

A=4(a+b+c) —12(ab+bc+ca)= 4(a*+b’+c*—ab—bc~ca)=
=2[(a’=2ab+b*) + (b*=2bc +c*) +(c*~2ca+a’)|=

:2[(61 —bY +(b—c)+(c— a)z},

a wiec nieujemnym dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c. Wobec tego ma co naj-
mniej jedno miejsce zerowe.

Sposéb drugi: Po obliczeniu wartosci funkcji f (x) dla x = a, x = b, x = ¢ otrzymujemy:
flay=(a—b)(a—c), f(b)=(b=c)(b—a), f(c)=(c—a)(c—b). Jesli ktoras z liczb
f(a), f(b)if(c)jestzerem,to mamy teze. Zaldzmy wigc, ze zadna z nich nie jest zerem.

299



Odpowiedzi i wskazowki

13.

® N s>

10.

11.

12.

13.

Przyjmujac, ze a <b < ¢, otrzymujemy f (a)> 0, f(b)<0, f(c)>0. NierownoSci te
dowodzg, ze dana funkcja ma w kazdym z przedziatéw (a; b) i (b; ¢ ) pierwiastek rze-
czywisty (dlaczego?).

Mozemy przyjac, ze 0 <a < b < c¢. Zatem a < 4. Jesli bowiem byloby a = 4, wowczas
takze b > 4ic > 4. Stad a + b + ¢ > 12 wbrew zalozeniu. Wowczas a’< 4a, ale 4a < 4b.
Z przechodniosci otrzymujemy a’< 4b, czyli a®— 4b < 0. Wynika stad, ze wyr6znik
pierwszego trojmianu jest ujemny, co dowodzi tezy zadania.

x*=5x+4.
a)p:1q=—72'b)p—0 qg=-2;¢c)p=-2, q:—l;d)p:—3%,q:1.
a)3;b)15;¢)-65;d) - 16,6) —-315; f) 255.
X,
Ze wzordw Viete’a otrzymujemy: x, + x, z—g, XX, = Wlemy, ze 4 = ﬁ
2 2
Zatem x| = % : k_]f_ I ixzzz _2 - % Poniewaz x12+ 2x1-x2+x2 = %, wiec:
g( k +k+1_|_2>:b_2 — K>+ k>+2k+1+2k+2k _ b*
a\k+1 lf a? k(k+1) ac
(2k+1)  p ac  k(k+1)
= T T = — =,
k(k+1) ~ac b (2k+ 1)
Zauwazmy, ze x,+ x,=—aix-x,=b+ 1. Stad:

2 2 2 2 2 2
a’+b =x, +x,+x x,+1 :<xl + 1)(x2+ 1).

e L . N . N
Ze wzorow Victe’a otrzymujemy: x, +x,=aix,-x,= a, wiec X+ x, = x, x,. Wobec tego
2 2 2 2 2 . . ) L. e
X +x,22(x+x,) = x +x,22xx, = (x—x,)=0, czyli nierownos¢ jest
prawdziwa.
_ _ 1 1 1 1
Ze wzordw Viete’a otrzymujemy x, + X, =—p i x,* X, = q oraz + X, " m i XX, g

Nierownos¢, ktora mamy udowodnié, przybiera postac:

_\2
(x,+x,) Lil)oy o 24242254 o AT ) )
! 2 Xl 'XZ, - XZ 'xl - 'XZ 'Xl -
X X ., L, .
(bo ++> 0i* > 0). Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa.
2 1
Zauwazmy, ze (x,—x,) (x,—x,) (x,+x,)(x,+x,) =
2 2 2 2
Z(xlxz—xlx3—x3x2+x3>-<x1x2+x1x4+x4x2+x4)=(1 +px3+x3>(1—px4+x4>:
2 ) 2 2 2 2
=l =px,+x, +px,—p XX, +px,x, + X, = px, X, +x, X, =
_ 2 ) 2 _ 2 2 2 _
=2—px,tx, +px,—p Hpx,tx, —px,=2+x, +x, —p’=(x,+x,) —p’=qg’-p_.
Zauwazmy, ze:

b 2

1
=(x,+x,) —4x,x,(x,+x,) +4xlz-x22—2x12x =
4 2 2 2 1 | —
:<X1+x2) _4x1xz<x1+xz) +2x, -x2=P4_4 (_2_[7—2_) p2+2'F
2/2
2zt _v0=2 402282 904 )
pr5a p P2 /2 2 v



Rozdziat |

7.
7. a)x,==2,x,=1]; b) x,==6,x,=5; c)x,=3,x,=5
1 3 8
d) x,==3,x,=—3; €)X, == 5 x,= 3 f)x,=3,x,=4
8. a)x=-3,x,=3; b)x,=0,x,=3; ¢) brak rozwiazan;
d)x,=-4,x,= 4 e)x=—1x,=0; f) xlz—ﬁ, xZZﬂ;
3 1 .
g)xle,xzzz; h)xlz—ﬁ,xzz(); i)x=0,x,=1
9. a)x,=-2,x,=3; b)x,=0,x,= 1 C)XIZO,XZZ%;
d) xlz%,x2=3; e)x,=—Lx,=9; fyx,=—4,x,=3.
10.a) x ==9,x,=-Lx,=Lx,=9; b)x =-4,x,=-1 c)xlzfl,xzzl;
d)xlz_‘/g,xzz—%,%:%,p%:\/g; e)x;==2,x=1
1l.a) x € (—o0; 1) U (25 + o0); b)x e (—oo;§> U< 3; +oo>; C)x=-2;
d)xe _ L), e)x e (2;3); f)x€<——1—'§>
2’ b ) 5 3’3 N
1.1 1
12.2) x € (§;§); b)x €R; c)x e <—§;2>;
d)xe —00;12_4‘6 U 12+4/§;+oo;
2 2
e) nierdwnoS¢ sprzeczna; f) x € (—o0; —=4) U (—1; +o0).
13.a)xl=—/§,x220, x3=/§; b) x1=—2/§, x2:O,x3:2\/§;

C) x1=—/2, xzz—ﬂ, x,= /2, xX,= J1L d)x,=—4,x,=-Lx,=Lx,=4

e)x,=2,x,=3 f)xlzl,x2=3,x3=£l~+—2——/2>—8.

15.x,1 x, sg pierwiastkami rOwnania ax*+ bx + ¢ = 0, wiec zachodza réwnosci:
(1) ax12+ bx,+c=0,
(2) ax22+ bx,+c=0.
Mnozymy obie strony rownosci (1) przez xlm % aréwnosci (2) przez xzm o otrzymuje-

“?=0, ktore do-

m

P P s . m m =1 m—2 . m m—1
my wowczas rownosci ax, +bx;  +cx; =0iax, +bx, +cx,

dane stronami prowadza do réwnosci:

m m m—1 m—1 m-2 m—2 _O 1 L 4 e
a(x1 +Xx, )+b(x1 +x, )+c(x1 +x, )— , czyli rOwnosci:
a-S +b-S  +c¢-S =0, ktorg mielismy udowodnic.

m m—1 m=2

16. Wskazowka: Zauwaz, ze a*+b*+c*—2a*b*—2b*c*-2c*a’=

=—(a+b+c)-(a+b-c) (b+c—a) (cta-b)
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8.
8.1.
Lme{-/2,-1,/2)

2.me(1;2)uU(2;3).

3ome(-1-/5-3)u(l:-1+/5).

-2 =125

4.a=73 luba = g

S.m=3.
_2

6.k=3.

7.m=-1lubm=2.

8. m=4.

9.m=2.

10. k> 1.

11. Poniewaz pierwsze rOwnanie ma pierwiastki rzeczywiste, wigc jego wyrdznik

2 2

A,=p*—4q > 0. Stad wyroznik drugiego rownania A,= ((a - 211—> p) - 4<a - le‘) q=

2
:( - %) (p*—4q)jest takze nieujemny, co dowodzi tezy zadania.

12. Rozumujemy przez sprzecznoS¢. Zatozmy, ze liczby a, a,, a,ib , b,, b, spelniajg waru-
neka a,+a,a,+a,a,=4(b+b,+b,)izadne z réwnan nie ma pierwiastkow rzeczywi-
stych. Wowczas alz— 4b <0, a; —4b,<0, a32- 4b,< 0. Sumujgc te nieréwnosci
stronami, otrzymujemy af + az2 + a32 <4(b,+b,+b,).

Poniewaz a a,+a,a,+a,a < a12+ a; + a;, wigc a,a,+a,a,+a,a,<4(b,+b,+b,).
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi tezy zadania.

13. Rozumujemy przez sprzecznos¢. Zaldézmy, ze zadne z rdwnan nie ma pierwiastkow
rzeczywistych. Wowczas 4b° — dac < 0, 4c*— 4ab < 0, 4a” — 4bc < 0. Sumujac stronami
te nierownosci, otrzymujemy nierowno$¢ 4b°+ 4c*+ 4a* — 4ac — 4ab — 4bc < 0, czyli
nierownos$¢ a’+ b*+c*<ab+ bc + ca, ktéra jest oczywiscie fatszywa. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi tezy zadania.

14.a=0luba=4.

15.m=0.

16. Skoro pierwsze rownanie ma pierwiastki rzeczywiste, to b*> 4ac. Stad b°> 64a’ ¢’ Jesli
ac > 0, to oczywiscie 64a’ ¢’ > 4a’ ¢’ wiec b° > 4a’ c*. Gdy za$ ac < 0, to takze b°> 4a’ ¢’
bo b°> 0, za$ 4a’ c*< 0. W obu przypadkach otrzymaliSmy nierownos¢ b°> 4a’ ¢, kto-
ra dowodzi tezy zadania.

17. Przypusémy, ze rownanie ax” + bx + ¢ = 0 ma pierwiastek wymierny E, gdzie piq sa wzgled-
nie pierwszymi liczbami catkowitymi. Wtedy prawdziwa jest rownos¢ ap” + bpq + cq* = 0.
Ale poniewaz a, b, ¢ sa liczbami catkowitymi nieparzystymi, to a=2k+ 1, b=2/+1,
x=2m+1, gdzie k,l,me C. Wobec tego prawdziwa jest rownos¢ (2k+1)p°+
+(21+1) pg+(2m+1)g*=0, czyli r6wWnos¢ 2 (kp*+Ipg+mq*)+(p*+pg+q*)=0.
Wynika stad, ze liczba p* + pq + ¢ jest podzielna przez 2. To zas jest niemozliwe, gdyz p i ¢
sa wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi. Tak wiec moga zaj$¢ tylko dwa przypadki:
—liczby p 1 ¢ sa nieparzyste,

—jedna z liczb p i g jest parzysta, a druga nieparzysta.
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9.

AL S S

Latwo sprawdzi¢, ze w obu przypadkach liczba p*+ pq + ¢ jest nieparzysta. Uzyskana
sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwosci podanego twierdzenia.

m € (—o0; =3) U (l; + o).

k= 3.

m e (—oo; =2)U(1; +oo).

me(1-/51-/2)u(l+/2:1+/5). ,
Sposob pierwszy: Wykazemy, ze podany tréjmian nie ma pierwiastkow rzeczywistych.
Zalozmy wigc, ze ma on pierwiastki rzeczywiste x, i x,. Nie moga by¢ one rowne, gdyz
w przeciwnym razie musialyby by¢ ta samg liczba catkowita, co wynika ze wzordw Vig-
te’a: 2x,=—p, X12 = q iz tego, ze liczby p i g sa catkowite. Niech zatem x < x,. Wtedy x,
i x, nie sg liczbami catkowitymi i w przedziale (x;x,) nie ma liczb calkowitych, gdyz
w przedziale tym tréjmian x>+ px + ¢ jest stale ujemny.

Wobec tego zachodzg rownosci: x, =n+aix,=n+f3,gdzien e Cia, B € (0;1). Wte-
dy z twierdzenia Viete’a otrzymujemy rownosS¢ —p = x, + x,, z ktorej wynika, ze liczba
o+ B=—p—2njest liczba catkowitg. A poniewaz 0 < @ + <2, wieca+ =1L

Z tego samego twierdzenia wynika, ze x,- x, = g, czyli ze x - x, jest liczbg catkowitg. Po-
nadto of-a,=(n+a)(n+p)=n’+(a+p)n+o-f=n*+n+0af, skad wynika, ze
n’+n<xx,<n’+n+ 1, cojest niemozliwe. Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi, ze troj-
mian ten nie moze mie¢ pierwiastkow rzeczywistych, co konczy dowod tezy zadania.

2 2
Sposéb drugi: Poniewaz x*+ px + g = (x + %) 4 7 4q’ wigc trojmian ten w punkcie

X,=— g osigga wartoS¢ najmniejszg. Wykazemy, ze x € C i dowod tezy zadania bedzie

zakonczony.
Zalozmy wigc, ze x & C. Wtedy w punkcie tym tréjmian osigga warto$¢ ujemna.

—p-/pim4q . —pt/pi-dq

Wobec tego ma on pierwiastki rzeczywiste: x = — X, 5

Ale p*—4q > 0 jest liczba catkowitg, wige p* — 4¢ > 1, skad x, < :%_—1 ix

-p+1
7

V

2

Oczywiscie liczby L 2_ ! i =2 2+ ! sa calkowite (dlaczego?) i nalezga do przedziatu

(x;x,), gdzie trojmian ten ma wartosci niedodatnie, a przeciez dla kazdej liczby catko-
wite] przyjmuje on (z zalozenia) warto$¢ dodatnig. OtrzymaliSmy sprzecznosc, ktora

konczy dowdd tezy zadania.

1.8.

2. Okoto 72 m.
3. OSmiokat.
4.9, 11, 13.

5. 30 stop.

6. 50.
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7. 20 rzedow po 16 krzesel.
-8.618.
9.9i12.
10. 2 m; 3,5 m.
11. Sporzadzmy odpowiedni rysunek (ryc. 4).
Niech: AD =x, RO =k, NO=h, DC=aiCD > AD. Wowczas DQ = a.
1

_ _1
AMD ™ 4 S

AQOM 3

Poniewaz S =S oraz S S

AQOM

wige S,

ABCD

ABCD

8

S poo =1 DQ RO = é a-k, wu;c =& k= Z' Z faktu, ze RO || DC otrzymuje-

-8
my, ze <ROQ =45°. Zatem RO=RQ =k =

L ¢ _1
Skoro SAQOM: g ABCD? CZyll S st 3 SAB(D’
ol 8)Ex-0)-tx-o - -

S .2 5 a’

5.2 .5 a2 21
= Fx —xa 8ax+2 x“+2ax—a Fax =

4f,czyhh RO+ QA= ~+x a-%x—a.

e 10x2—8xa— Sax+ 4a*— 8x*+ 16ax —8a’—2ax=0 e 2x’*+xa—4a*=0.

Poniewaz A=a’+32a’=33a’, wiec dane D a

—a—a/33
4

rownanie ma dwa pierwiastki: x, =

. —a+ . . . . .
ix,= %. Pierwiastek x nie moze byc

dtugoscia  boku, bo  x,<0. Zatem RI_K 0
45

_—a+a/33

=

- /32 ,
dlatego x = ﬁfvi =/33-1

W zadaniu mamy a=4, Uy

C

o

45°

12.a <—11lub a > 3. Wskazowka: Nalezy znalez¢ te

N
wx =
=

wartosci a, dla ktorych ukfad:

2 Ryc. 4.
(x+ 1)y +y*<2
x=y+a=0

nie ma rozwigzan.

Rozdziat Il.
1.

8. x=11wigcx+1=121iwowczas:
P(x)=x"=(x+1)x"+(x+Da"=(x+1)x"+(x+1)x"-
—(x+Dx"+ . —(x+ D)X+ (x+1)x—-1=

=x T x T O x PP =Pt tx— =x— L

Stad P (11) = 10.
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-3 .__3
10.b—2,c— 5
1l.a=11,b=-6.

12.a=-3,b=2,c=4.

13.a)a=2,b=-5,c=11;
bya=4,b=-12,c=5;
c)a=0,b=1c=2.

14. Wedlug zalozenia liczby f (0)=d i f (1) =a+ b+ c +d s3 nieparzyste. Wykazemy,
ze f (x)jest wowczas dla kazdego catkowitego x liczbg nieparzysta. Istotnie, jesli
x jest liczba parzysta, to f(x)=ax’+ bx*+ cx+d jest suma liczb parzystych ax’,
bx*, cx 1 liczby nieparzystej d. Jesli za§ x jest liczba nieparzystg, to
f(x)=a(x*~1)+b(x’=1)+c(x—1)+(a+b+c+d) jest sumg liczb parzystych
a (x3— 1), b (xz— 1), ¢ (x— 1) i liczby nieparzystej a + b + ¢ + d. W obu przypadkach
f(x)#0, dla kazdej liczby catkowitej x.

15. Zauwaz, ze:

x?—x
2

3_
ax*+ bx*+cx+d=6a% 5 X +2b

+(a+b+c)x+d.

2.

6. a)a=6,b=—17,c=12;
b)a=2,b=0,c=3.

7.2" -1

8. Przy x'’ wspolczynnik wielomianu wynosi 1, a przy x° jest réwny 55.

9.P(x)=9x*—26x-21,0(x)=—9x>+44x>—39x - 7.

10. Oczywiscie 7| £ (0), 7| (1), 7| £ (=1), 7| (2) i 7| (=2). Zatem 7|e, T|a+b+c +d,
Tla=b+c—d,7|16a+8b+4c+2di7|16a—-8b+4c—2d. Stad 7|e, 7|a+ci7|b+d.
Jednoczesnie 7|4(a+c)+2(b+d)+12a+6b i 7|4(a+c)—2(b+d)+12a— 6b.
Poniewaz 7|a + c¢i7|b + d, wigc 7|2a + bi7|2a — b. Z dwoch ostatnich podzielnosci wy-
nika, ze 7|4ai7|2b, zatem 7|ai7|b. Z podzielnosci 7|a + ci7|b + d wynika, ze 7|ci7|d.
Wezesniej wykazaliSmy, ze 7|e. Istotnie wigc, wszystkie wspotezynniki tego wielomia-
nu sg podzielne przez 7.

11. Suma wspotczynnikoéw wielomianu:

W(x)=a,x"+a, x""'+..+ax+a,jest towna W (1). W naszym przypadku:
2002 2003
W(1)=3 (I’-3-1+3) -4(’+2-1"-4) =3-1-4-(-1)=".
12.a=-8,b=18luba =8, b= 14.

3. a)l(x)=x’=2x"+x -3, R(x) = 0;b) I (x)=x— 1L, R(x)=0;¢) I (x)=x>+2x—15,
R(x)=0;d)I(x)=x"+x’+x*+x+ LR(x)=0;e) I (x)=x+3x>+3x -5,
R(x)==30x+35; f)I(x)=x>+5x+7,R(x)=6x>—21x - 20.

P(x)=x"+x0(x)=x+3.

Nie, na przyklad f (x)=x—1,g(x)=x—-3,h(x)=x>—4x+3.

a=4,b==-2.

Z warunko6w zadania wynika, ze istnieje taki wielomian H (x), iz:

W(x)=P(x) H(x)+R(x) =W (x)=(x"+x"~x~1) H(x)+(’+x’+x+1) =

A
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8.
9.
10

12.

13.

= W)=(x(x*-1)+ (= 1)) H(x)+ (£’ +x’+x+1) <

= Wx)=(-1)(x+ 1) H(x)+(C+x*+x+1) <

= W(x)=(a=1) (2 +x+1) H(x)+ (O +x>+x+ 1).

Wedtug ostatniej rownosci znalezienie reszty z dzielenia wielomianu W (x) przez wielo-
mian Q (x) sprowadza si¢ do znalezienia reszty z dzielenia x”+x*+x + 1 przez x* — 1.
Zauwazmy, 7e X’ +x°+x+ 1 = (x*+ 1) (x + 1). Nalezy zatem znaleZ¢ reszte z dziclenia
x>+ 1przez x — 1. Po wykonaniu obliczen otrzymujemy, ze reszta wynosi 2.
a=-1,b=10.

a=3,b=5.

.a=3b=-4.
11.

Wskazoéwka: Skorzystaj z twierdzenia o dzieleniu z reszta i z twierdzenia o rownosci
wielomiandw.

Niech f (x)=a, x"+a, ,x""'+..+ax+a, Wowczas f (x)—f(a )

=a x"+a, x""'+.. +ax+a,—aa"-a, a"" '— .. —-aa-a,

=a, (x"=a")+a,_(x""'=a""")+.. +a(x-a)
Zauwazmy, ze x* —a*==(x—a)(x* " '+x* Pa+x* PaP+ . +xa*P+at” ") dla
ke N.Zatem x — a’xk—ak. Stad wynika teza zadania.
Jezelip,=q - u,+rip,=q-u,+r,przy czymst(r,)<stq(i=1,2),t0 p,+p,=
=q(u,+u,)+r+ryist(r,+r,) <max(st(r),st(r,))<q,czylir +r,jest reszty z dziele-
nia p, + p, przez q. Podobnie p, p,= (qu,+r,) (qu,+ r,) = q (qu,u,+ u,r,+ u, r)+nr,
igdy r,r,=qu+r,to pg=q(quu,+ur,+u,r+u)+r.

n—1

3. a)I(x)=3x"+Tx+22,R(x)=061

i B AN o
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b) I (x)=4x"—4x*+Tx* = Tx+5,R(x) =—4;
C)I(x)=x2—4x+3 R(x)=0;
d)I(X):%-x3 L2 917,489 pix)=—413

6% 18 54’ 162
m=-3.
R(x)=—x+2.
a=—6luba=1

f(x)-tak, g (x)—nie.
Niech f (x)=a, x"+a, ,x""'+ .. +a x+a, Zwnioskuz twierdzenia Bézouta:

x=1f(x) &= f(1)=0 < a,ta, +..+a, =0 oraz

x+1f(x) = f(-1)=0 = an(—l) +a, 1( D" 4. +a,(-1)+q,=0.
Zalozmy, ze n jest liczba parzysta (dowod dla n nleparzystego przebiega analogicz-
nie). Wowezasa, —a, +a,_,—...—a,+a,=0.Stad:

a+a, ,ta, ,+..+a,va,=a, +a _,+..+a,

7Z warunkéw zadania wynika, ze istnieje taki wielomian Q(x), iz
W(x)=P(x) Q(x)+R(x), czyli W(x)=(x"-3x+2)-0(x)+(3x*~2x+1)
W (x)=(x—1)(x*+x—-2)Q(x) +(3x>~ 2x + 1). Zadanie sprowadza si¢ wigc do zna-
lezienia reszty z dzielenia wielomianu 3x” — 2x + 1 przez x — 1. Z twierdzenia Bézouta
otrzymujemy, ze reszta ta wynosi f (1), czyli 2.
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Nk o

m=n=1.
m==1,n=1
a==T7,b=2.

Niech x i x, beda pierwiastkami danego rownania, przy czym x, — pierwiastkiem po-
L. . . co, s , L. 2 2
dwojnym. Z twierdzenia Viete’a mamy rownosci: 2x,+x,= 0, x, + 2x,x,= a, X, x, == b;

podstawiajgc wyznaczone x, z pierwszej rownosci do kolejnych dwoch, otrzymamy

zwigzki: xo2 +2x,(=2x,)=ai xo2 (=2x,) == b, czyli rownosci — 3x02 =q, 2x03 = b. Stad:
2

4a°+27p7=4 (—3x02)3+ 27(2x, ) ==4-27x, +27-4x; = 0.

Na podstawie wzorow Viete’a mamy:

x,+x,+x,=6

X X, tx, x,tax, =11

XX, x,=6.
Poszukiwane rownanie zapiszmy w postaci x*+ ax*+ bx + ¢ = 0.
Z warunkow zadania oraz wzoréw Viete’a wynika:
—a=x,x,+tx,x,+x,x =11,
b=x x,x,(x,+x,+x,)= 36,

2 2 2 , . .

—c=x, X, x,=36, skad a=-11, b=36, c =-36. Zatem szukanym rdéwnaniem jest
x*—=11x*+36x - 36 = 0.

Dla sprawdzenia zauwazmy, ze pierwiastkami danego rownania sa x,= 1, x,= 2, x,= 3,
za$ pierwiastkami szukanego rownania liczby 2, 3, 6.
Ze wzorOw Viete’a mamy:
—a=xtx, X, b=xx,+x,x,+x, X,
Wobec tego:

*>3p° (x,+x,+x,) >3 +X, 0,4 x,X)) =
a~> = (x+tx,+x;) =3(xx,+x,x,+x,x

2 2 2 2 2 2

= X X x,=0x, - 20 &= (x-x,) + (- x,) +(x—x,) = 0.

1
m=-5,n =30, x3=—%
Zalozmy, ze pierwiastkami danego wielomianu sg liczby x, —x,, x,. Wowczas ze wzo-
row Viete’a otrzymujemy rOwnosci:

__b
X=X X, =g
2 _cC
—X X XX X,
2 d
X X T
. 2 2
a stad rownosci x,=- g, x == %, X, x,= %,
« e . . . 4 L. . . _ d _ b . _ d
Z drugiej i trzeciej rownosci otrzymujemy zwigzek x,=— 7. Zatem x,=— 2 ix,=— =

skad g = % 1 ostatecznie bc = ad.
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7.

10.

308

Ze wzorow Viete’a mamy:

X +x,+x,=1xx,

1 1 1
(x1+x2+x3)<yl+E+x—3>:(xl+x2+x3)-

, Xy = % Zatem:

X X, T X, X3+ XX, :1~Q~ b . —1
X, X, X5 a )

_b
+x, X, X, X = 4, X X

a=b=2.

Niech x=x,=x,=1, x, beda pierwiastkami danego wielomianu. Wowczas
x,+x,+x,+x,=5 (ze wzorow Viete’a), skad x,= 2. Zatem na mocy wzordw Viete’a
mamy:

—a=x, X, %, X X, %, X X0, x,x,0,=1-1-1+1-1-2+1-1-2+1-1-2=7,

b=xxx,x,=1-1-1-2=2.

17273774
Skada=-7,b=2.
Niech liczby dodatnie x,, x,, x., X, x, beda pierwiastkami danego wielomianu. Wow-

czas na mocy wzorOw Viéte’a otrzymujemy réwnosci x,+x,+x,+x,+x,=10

. . L. x1+x2+x3+x4+x5
i xx, x,;x,x=32, a stad — rownosci 3 =2=5/x,%,X,X,Xs.

Rownosé §rednich: arytmetycznej i geometrycznej liczb dodatnich pocigga za sobg

rownosc¢ tych liczb. Wobec tego x, = x, =x,=x,= x,= 2. Dany wielomian jest wigc po-

staci (x—2) =x°— 10x*+ 40x° — 80x>+ 80x — 32. Zatem a = 40, b =—80, ¢ = 80.

a)X1: 1,X2=2,x3:3; b)x1:_7,9€2=—2,x3=2,x4:3;
C)X1:—3,x2:—2’x3:x4: 2,X5:3; d)x:%,
e)x1=%,x2—_—%,x3: L f)xlzxzz__:l);’x3: 1,X4=5;
! 1
g)xzj, h)x1:x2:—17x3:7_

Wskazéwka: Rozwaz wielomian unormowany o wspoiczynnikach catkowitych, ktore-
go pierwiastkiem jest dana liczba, na przyklad:

a)x*-2; b)x*-6; c)x’—2x—1 d) x*—24x>+ 64; e)x'—4dx*+ 1.
Rozumujmy przez sprzeczno$¢. Zalézmy, ze wielomian f o wspoliczynnikach catkowi-
tych, przyjmujacy dla liczb catkowitych k i k + 1 warto§ci nieparzyste, ma pierwiastek
catkowity x, Wtedy na mocy twierdzenia Bézouta mozemy zapisaC:
f(x)=(x—-x,) g(x), gdzie g jest pewnym wiclomianem takze o wspolczynnikach cat-
kowitych. Poniewaz liczby f (k)i f (k + 1) sa z zalozenia nieparzyste, wigc takze liczby
k —x,ik+ 1—x, muszg by¢ nieparzyste, co oczywiscie jest niemozliwe, gdyz sg one ko-
lejnymi liczbami catkowitymi. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi tezy zadania.

Niech x,, x,, x, beda trzema réznymi liczbami catkowitymi, dla ktorych wielomian f
o wspofczynnikach catkowitych przyjmuje wartos¢ 1. Sg one wigc pierwiastkami wielo-



Rozdziat Il

mianu g (x) =/ (x)— 1 Zatem g (x) = (x —x,) (x —x,) (x — x5) - 7 (x), gdzie & jest pew-
nym wielomianem o wspdiczynnikach catkowitych. Gdyby wielomian f mial pierwia-
stek catkowity x , wtedy bytoby f (x,) =0, a co za tym idzie:

—1=(x,—x,)(x,=x,) (xy=2x3) - h(x,).

Ostatnia rowno$¢ zachodzi¢ nie moze, gdyz oznaczataby mozliwoS¢ przedstawienia
liczby —1 w postaci iloczynu czterech liczb catkowitych, wsrdd ktorych co najmniej trzy
sg rozne. Wielomian f nie moze zatem mie¢ pierwiastka catkowitego.

8.

3oa)y(x—1)(x—=2)(x+2); b) 2x (x+3)(x—2)
€)3(1=3)(1+3)(2r—-5); d) (x+3)(x - 3);
e)—3y(y+1)(y—1)2(y2+y+1); f)S(x+l)(x2—x+1)(2x—l)2.

4. a)(x*+1)(3x—2); b) (1= 1)(1=/2)(1+/2) (> +1+1);
o) (2y-1)(V2y-1)(Vay +¥2y+1) d)(2x—1)(x*+2);
e)(x+/§)(5x—2)(x—/§); f) (x=3)(x+1)(x+2).

5. a)4(2x+5) (x—3)(x—2); b)—2(x—2)(3x +4);

o) (x—=1)(x+ 1) (x’=x+1)(x+x+ 1) d)x(x—1)(x+ 1) (x*=x+1)(x*+x+1);
e)x*(x—2)(x—3) f)(x—ﬁ)z(x+ﬁ)2.

6. a)(x—1)(x+5)(2x+1); b)(y=3)(y=D(y+1(y+2)
c)(t=2)(t-3)(3t+ 1) d(x=D(x+1D)(x=2)(x+2);

e)(t—1)(t+2)(P+t+1)(rP+2+4) )2x(x—/3)(x+./3)(x*+2).
7. a) Zauwazmy, ze: x*+ 1 =x*+ 2x?+ 1 = 2x7 = (x° + 1)2— (V2 x)2=

:(x2+ 1- /ix)(x2+ 1+ /§x> = (xz— J2 x+ 1)(x2+ 2x+ 1);
b) x*+xt+ 1=+ 2+ 1 —x'=(x*+ 1)2~x4= (x*+1-x?)(x*+1+x%)=
=(x' =+ 1) (P 1) = (0= Bar 1) (67 +Ba 1) (67 —x+ 1) (P +x+ 1)
o)x’—1=(x- 1)(x8+x7+x6+x5+x4+x3+x2+x+ 1)=
=(x=D(x®(x’+x+ 1) +x (x+x+ 1) +x+x+ 1) =
=(x=1)(x?+x+1)(x+x+1).

8. Zobacz przyktad 2 z podrozdziatu 5.

9. Niech (x—a)(x—=10)+1=(x+b)(x+ ). Po podstawieniu po obu stronach rownania
x =—botrzymujemy: (=b—a)(=b—10)+ 1=(=b+b)(=b+c) = 0. Stad wynika row-
nanie (b +a)(b+ 10) =—1. Poniewaz a i b sa liczbami calkowitymi, wieccb+aib + 10
takze sa liczbami catkowitymi. Liczba —1 moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynu
dwoch liczb calkowitych tylko w jeden sposdb —1 =(+1)(—1). Moga wigc by¢ tylko
dwie mozliwosci:
1.b+10=1L,b=-9,b+a=-1stada=§;
2.b+10==1L,b=-1Lb+1=1stada=12.

W obu przypadkach otrzymujemy:
(x=8)(x=10)+1=(x=9),(x—12)(x—=10)+1=(x— 11"
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10.

11.

310

Zatozmy, ze (x — 1)(x—=2)(x=3)=1=p(x)-q(x), gdzie p(x)iq(x)sa wiclomiana-
mi o wspoliczynnikach catkowitych. Suma stopni wielomianéw p (x)1ig (x) jest rowna
3. Mozna zalozy¢, ze w obu tych wielomianach wspolczynnik przy najwyzszej potedze
jest rowny 1 (inng mozliwoscia jest tylko —1). Po podstawieniu do powyzszego rowna-
nia wartosci x = 1, x = 2, x = 31 ze wzgledu na to, ze liczba —1rozktada si¢ na dwa czyn-
niki catkowite tylko w jeden sposob: —1 = (+1) - (—1), otrzymujemy, ze przy kazdej
z rozpatrywanych wartosci x zachodzi p(x)=1ig(x)=-11lub p(x)=-lig(x)=1
W kazdym przypadku widzimy, ze suma p (x) +g(x)jestrownaOdlax=1,x=2, x=3.
Wynika stad, ze wielomian p (x) + g (x) dzieli si¢ przez wielomian (x — 1) (x — 2) (x — 3).
Stopien wielomianu p (x) + g (x ) jest oczywiscie mniejszy od 3. Dlatego p (x) + g (x) nie
moze si¢ dzieli¢ przez wielomian (x — 1) (x — 2) (x — 3). Otrzymana sprzeczno$¢ dowo-
dzi, ze rozktad na czynniki, ktérego istnienie zatozyliSmy na poczatku rozumowania, jest
niemozliwy.
Zauwaz, ze:

W=x'y—x'z+ytz—xy'+xzt—yz'=

=xy(xf=y?) 2 (x'=y") 42t (x-y) =

=(x-— (xy(x2+xy+y2)—z(x3+x2y+xy2+y3) )
x—y xy(x +xy+y?) - xz(x?+xy+y?) - (y ~2%))=

x=y)(x(y—2)(x*+xy+y*)—z(y—2)(y*+yz+2%))=

y)
)(
I
=) (y=2)(x(x*+xy+y*) =z (¥ +yz+2?)) =
)(
)(

><

I

R

=) (=) ((x=2°) +y(x*=2%) +y* (x—2)) =
x=y)(y=z)(x—z)(x*+xz+ 2"+ xy+yz +y°).

=(
(
(
(
(

a)x,=x,=—Lx,=1 b)x ==L x,=x,=1
C)x,=x,=2,x,=2; d)x,=—2,x,=x,= 1
e)xlzi_z—/?z,xzzl,x3 ‘1+‘/— f)xlz—l,xzr%,xf Lx,=3

. a)x, == ;,xz—x—% b)x=1x,=2; C)x1=—l,x2=l—ﬁ,x3:1+ﬁ,x4:4§

dyx=-2,x,=1,x,=3 e)x=-3,x,=4 Hx=2-,/3,x,=2+/3
a) x,=— 5,%,= 5 x,=-2,x,= 2. Istotnie, gdyz 68x* -~ 257x°~ 257x* + 68 =
=(64x°—256x°) + (4x° = 256x7) = (x°— 64) - (x* - 4) =
=64x°(x?—4) +4x? (x°~64) — (x°~64) - (x*—-4) =
=64x°(x?—4) + (4x*—1)(x°~64) - (x*—4) =
=(64x°=1)(x*=4)+ (4x* = 1)(x°-64) =
=(8x7= 1) (8x7+ 1) (x?—4) + (4x?= 1) (x*= 8) (x*+8) =



Rozdziat Il

=(2x— 1) (4 + 20+ 1) (2x + 1) (4x* = 2x + 1) (x = 2) (x + 2) +

(2x —1)(2x+1)(x—2)<x2+2x+4)(x+2)(x2—2x+4):

=(2x+ 1) (20— 1) (x+2) (x—2) - [(4x*+2x + 1) (4x* = 20+ 1) +

+(x +2x+4)(x —2x+4)]=

=(2x+ 1) (20— 1) (x+2) (x = 2)[17x* + 8x7+ 17].

Zatem 68x*— 257x°— 257x2+68=0 > (2x+1)(2x—1)(x+2)(x—2)=0,bo
17x*+ 8x*+ 17> 0.

+

b)36x’—x+1=0 = (%’—x)+(27%°+1)=0
= x(Bx+1)CBx-1)+CBx+1) (P -6x+1)=0
= (3x+1 (3x2—x+9x2—6x+1)20 =

)
= Gx+1)(12x’=Tx+1)=0

(

= 3x+1)( )(x——) 0 @xz—% \% x:% Vv xzi.
O (1+x%) =ax(1-x?) e (1-x) —dx(1-2")+4x*=0

- (1—x—2x)2—0 = 2120 = x=-1-,/2 Vv x=—1+/2,

10.

4 a)yx<-L b)xe<%%> < +oo> Ogx<l  d)xe(—o0;1)U (3 +a0)
e)x<—=2lubx>5 f)xe(-1;6) g)x e (=2;2)(7; +oo).

5. |xt—da|-|x?+2| =[x —x"=6] = [(xP+2)(x*=2)[=(x7+2)=
=[(xf-4) = (x*+2)] = (P+2)(|x*=2]-1)=|(x*+2)(x*=2) = (x*+2)] =
= (*+2)(|x*=2]-1)=(x?+2)|x*=3] = [x*-2|-1=]x"-3] =

= lx2—2‘=|x2—3‘+1 = ‘( : 3)+1‘—|x—3‘+|1| =
= (x*-3)1>0 < (x+ﬁ)(x—/§)>0 = x<-/3 VvV x>/3.
x € (=00 = /3) U (/3 + o0).
6. Zauwazmy, ze:
) x*+x’—dxt+x’+ 120 = ((x4)2—2x4+1>+(x6—2x4+x2)>o -
= (x4— 1)2 + (x3— x)z > 0. Ostatnia nieréwno$¢ zachodzi dla kazdego x € R.

b) Jesli x < 0, to wszystkie sktadniki lewej strony nieréwnosci sa dodatnie, wigc nierow-
nosé jest prawdziwa. Jesli0 <x < 1, tol —x > 0ix®—x"=x°(1-x7) > 0,x'°> 0, wigc
nierownos$¢ takze jest prawdziwa. Jesli wreszcie x > 1, to x'°—x"=x"(x"=1) >0
ix*~x=x(x’~1)>0il>0,zatem i w tym przypadku nieréwnas¢ jest prawdziwa.

7. a€ (—oo; —ﬁ)u (—ﬁ; 1>U(\/§;\/§>.

311



Odpowiedzi i wskazowki

Rozdziat ll.

L
7.

10.

a) T (x+2), gdyx#2; b) =3 gdyx#-2ix#2;
C)x—2,gdyx#-2ix#-1; d)x—3,gdyx# lix#2.
DR\ bRE  orR\(3E  Rr\(V2) e)R\{

—x—1. 8. —2x+1. . _
2) 6x%—3x’ b) 3x’ ©) x*-x d)0; ©) xt—x%

| —
b‘v—/

f(x)= é ( X 1 1 1) Istotnie, po podstawieniu do podanego réwnania, to jest

1
1-x

(1) f(x)+f <m> =X, W miejsce X wyrazenie otrzymujemy rdéwnanie:

@ 7(r2 1

1 x) +f < x—1 ) “1T—x Gdy zas w rownaniu (1) podstawimy W miejsce x wy-

x; 1, otrzymamy réwnanie: (3) f( >+f( )=%

razenie
rownan (1)—(3) nalezy wyznaczy¢ f (x). Dodajemy stronami réwnania (1) i (3) i do

otrzymanego rOwnania podstawiamy, na mocy réwnania (2), 1 lx

! —1 o 1 -1, 1
Stad 2f (x) + o =+ T oyl £ () = 3 (2 + 25+ L)
Trzeba jeszcze sprawdzié, czy otrzymana funkcja spetnia rownanie (1):
N I I F

=%x+%x:x.

2
1. a) 2x gdyx# lix# 1 b)w' ) 0, gdy|a| #|b|.

NS Uk wow

312

-1 xP-x+1’

2a+1 2a*°—Ta+17 .
a) ,gdya#b; b) =——————gdya#lia#3;
-b’ )(a~3)2(a—1) gdy
a+?2 . ) N .
C)—az+2a+4,gdya¢11a¢2, d)-m,gdym#0im# 1.
a) bz,gdya#Oib;éO; b)2,gdya#0,b#0,a#b.

a) L gdyx#y,y£2,2#%; b) LD ady|al#]ba#0,b#0;
c)ﬁ,gdyla#ld,a#o,b#O,C#O.

a)x=1; b) x= >3 ) rOwnanie jest tozsamosciowe w zbiorze R\ {— %, 3}
a)x:%; b)x O’ C)X:%—E)-; d)X:'—
a) x,= 14, x,=3; b)x,=-4,x,=9; ) x=-1; dyx=8.
Pierwszy robotnik wykona t¢ prace w ciggu 14 dni, a drugi w ciggu 11 dni.
50 km/h.



Rozdziat lll

L AU R WD

a) jedno rozwigzanie: x = 2 1, gdya e R \{ } brak rozwigzania, gdy a = 0 lub
a= —;—, luba=1
b) jedno rozwigzanie: x = 306_1:72 b gdyb#0,a#—-b,a#-2bia#— % b; nieskonczenie

wiele rozwigzan, gdy a = b = 0; brak rozwigzan, gdy a#01 (b=0 lub b=-aq, lub

1 2
b==5a,lubb=~3a);

¢)jedno rozwigzanie: x = ab

a+b’
rozwigzan, gdy a = b = 0; brak rozwiazan, gdy b # 0ia=0luba =- b, lub a =— 2b;

gdy a#0, a#-2b i a#-b; nieskonczenie wiele

d) jedno rozwiazanie: x = 4a, gdy a # 0; nieskoficzenie wiele rozwigzan, gdy a = 0;
e) jedno rozwiazanie: x = %, gdy a # 0; nieskoniczenie wiele rozwigzan, gdy a = 0;
2
: 2(1-b . .
f) jedno rozwiazanie: x = _(—Zb—)’ gdy b#-1,b#01b # 1; brak rozwiazan, gdy b =—1
lubb=0,lubb=1;
g) jedno rozwiazanie: x =— m, gdy m # 0; nieskoficzenie wiele rozwigzan, gdy m = 0.
a=1b=-2.

x=—2 eslia#b.

. . . X (1 + x2>
€ (—1; 1). Wskazowka: Sporzadz wykres funkcji y = —————=dlax € R\{0}.

| x|
x:Idlam:—l;x=%dlam=%
2

me(—%; > Wskazowka: Podstaw —— = 1.

x“+1
a)x€<é g) b)xE(—oo;%) <2,+oo> C)XE(—% %)
d)x € (—oo; 1); e) x € (0; +o0); f) nieréwnos¢ tozsamosciowa.
a) x € (0; +oo); b)xE(—oo;—%)U(l;Z); c)x € (—oo; =1) U(l; + o0);
d)x € (—o0;=5)U(0;+); e)x & (—o0;0)U(2;+oo); f) x € (2;3).

a)x€<_1_2/— 1+f>{ 1Y b) x € (—o0; —2) U (0; +o0);

1.4
¢) x € (—oo; 2)U< Z§2>; d)x€<§ §>U(2;+oo);
e)x € (=5-4)U(-2-2+/3).
2
2) 2o < o 1274t o t-1274430 = (3x2-2)>0;
b)—%< ﬁl % = — (1) <2<+ ]l =22 <x’+ ] =

= 2x|<x’+1 = (|x|—-1)2>0;

/%ﬂ = +352/0742 = (2¥42)-2/x42+150

— (ﬁ/x +2)2—2,/x2+2+1>0 — (,/x2+2—1>2>0.
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L —x43 —1
6. a) xx_l,gdyx¢l; b)y=2gdyx# I c)y=§+1,gdyx¢—l.
1 3
7. a)xzj; b)xzj; c)x=3.
8. a)x=2; b)x:—%; c)x=2;

d) x € (—o0;0) U (2; +oo); e)xE(—oo;O)U<%;+oo); f)x € (—00;0)U(2;+ ).
9. a)x=y=0lubx=y=5;
b)x=-6,y=-2lubx=-5y=-3lubx=1Ly=51Iubx=2,y=4.

41 -2+ =T Widzimy stad, ze 3x + 4 musi by¢ dzielnikiem x — 7.

10. Zauwazmy, ze
Musi wigc zachodzi¢ nieréwnos¢ |x — 7| > |3x + 4| Rozwigzujac ja, stwierdzamy, ze je-
dynymi liczbami catkowitymi, ktdre spelniaja te nierownos¢, sa: —5,—4,-3,—-2,—110.
Podstawiajac je do wzoru naszej funkcji, otrzymujemy jej wartosci catkowite tylko dla
x==3ix=-1

11. Oczywiscie, musi by¢ x # 01y # 0. Przepisujac podane rOwnanie rOwnowaznie, otrzy-
mujemy rOwnania:

xy=14x+ 14y, (x-14) (y—14)=196.

Z roztozenia na wszelkie mozliwe sposoby liczby 196 na iloczyn dwoch liczb catkowitych
wynika, ze rozwigzaniami danego réwnania w liczbach catkowitych sg pary: (15;210),
(210;15), (13;-182), (=182;13), (16;112), (112;16), (12;—-84), (—84;12), (18;63),
(63;18),(10; =35),(=35;10),(21;42),(42;21),(7; -14),(—14;7),(28; 28).

Rozdziat IV.

1.
6. Wypiszmy kilka wyrazow tego ciggu i ich roznice: x,= 9, x,= 14 =x,+5,
x=20=x,+6,x,=27=x,+7,...Stadx, =x,_ ,+(n+1)dlan>4.

+3
Wobec tego x =x,+5+6+...+n+(n+1)= % Udowodnimy ten wzor, sto-

sujac zasade indukcji matematycznej. Gdy n = 4, to oczywiscie wzor ten zachodzi.

+ . +1)(n+4
Zaloimy, 7e x = n(n2 3 Wykazemy, ze - %
t - + + +4
Istotnie, x, , > 2x,—x, =2 ”(”2 3) _(n 1)2(" 2) _ (n 1)2(” ) 1

i wobec tego kolejna po niej liczba jest ztozona (gdyz jeden z czynnikoéw: n + 11lub

n+4 jest liczba parzysta i oba sg wigksze od 2).

+1)(n+4 :
Zatemx, = uz(”)’ za$ X, = M =501500.
7. a)an=(—1)"+l~n; b)a, =n% c)an:(—l)n+l-n3;
+1
d)an:%; e)a,=2"-1 f)an:%.
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Rozdziat IV

9. Zauwazmy, ze wzOr na og6lny wyraz ciagu (a, ) jest postaci a,= 2" - 1 (udowodnij go,

10.

11.

stosujac zasade indukcji matematycznej). Zatem suma, ktéra mamy obliczy¢, przybie-
ra teraz postaé: a + a,+ a,+ ... +a,=(2'= 1)+ (2°= 1)+ (2°= 1) +... + (2"~ 1) =

=(1+2'+2°+ .. +2") = (n+ 1)=2"""=1~(n+1)=2"""=(n+2).

Wypisujac kilka poczatkowych wyrazow tego ciggu, nietrudno odgadna¢ wzor na jego
1
n(n+1)
dla kazdej liczby naturalnej n > 1, dowodzimy go indukcyjnie. Suma, ktérg mamy obli-

og6lny wyraz. Jest nim: x = Aby przekonac si¢ o prawdziwosci tego wzoru

czy¢, przybiera wigc postac:

1 1 1 1 _
SRR B R R R Y P s i
_2-1.,3-2_4-3_ (n+-n_ 1.1 1, 11
T2t a3t I Attt e 2T 23 T
-1 1 n
n+1 +1
Q) X003 = /15; b) X,00,= 1. Wskazowka: Zauwazmy, ze ciagi te sg okresowe.
7. a) Zauwazmy, ze a, = - z I (zobacz rozwigzanie zadania 10 z podrozdziatu 1);
. . 345 _n n+l_n+l
b)Zauwazmy,zebn—2 34 -1 n - 2

¢) Ciag (c,) mozna zapisa prosciej, a mianowicie:

25 9 14 20 (n=2)(n+l) (n-D(n+2) p+2,

=3 270 15 51 CEDL S TR
Jmy. 3 2°—1 3°-1 4°-1 1
d) Zauwazmy, ze d = Ty T "".nnz =
132435 (a=Dn+l) pn+1
22 32 42 n2 2/’l .

a) Wykazmy, ze gdy n>35, to x, <1 Poniewaz xlz%, x,=1, x;%, x,= 1, wigc

max {x,;n EN+}=x3:%;

/noo_ 1 2«/100n<1 1=
I

=5~ na mocy nierdwnosci

b) Poniewaz X, =156, =20 T00+n S20 '~ 20
Jab < -5 b, wigc x < 71(7 dla kazdej liczby naturalnej n>1, przy czym
ZZLO = n=100; wobec tego max {x, ;n €N+}=x100=21—0;
1000" _1000""! X,+1_1000"*" n! 1000,
c)Jesli x = Y , to x”+1_——(n+1)!' Zatem X, " (n+t1)1 T000" ~ n+D stad
Tty o 100050 ) 4141000 = <999,
n n+1
Ciag (x )jest wigc rosnacy dla n < 999, malejacy za$ dla n > 999. Wobec tego
g{x,)] y Jacy

_1000°%
.. Stad max{x,;n €N, }=x4,= “gg5o7

XI<X2<X3< <X >X > X

1000 100 l
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x=65y=129,z=193.

60.

60°,90°,120°.

a) Dla wszystkich n; b) dla wszystkich .

Wskazowka: Podstaw do dowodzonej tozsamosci b = ¢ ; € i przeksztalcaj ja rowno-
waznie.

10. Poniewaz ciagi (a. b, c)i(a® b® c*)sg arytmetyczne, wigc 2b = a+ ci2b°= a*+ c*.
Stad 4b°=(a+ c)2 i 4p*=2 (a2+ cz), czyli 2 (a’+ cz) =(a+ c)z, a*+c*=2ac,
(a— c)2 =01 ostatecznie a = c. Wracajac z tym do réwnosci 2b = a + ¢, otrzymujemy
ostatecznie,zea=b=c.

. 111 2 ___1 1
11.Sk0r001qg<b+a,a+c,c+b atc - a+b T crp

wynika réwnos¢ 2b° = ¢+ a’, ktora dowodzi, ze cigg (a’ b’ c*) jest arytmetyczny.

© %N A e

) jest arytmetyczny, wigc Stad

43. Wskazowka: Zobacz przykiad 8.
0.

S . a+a
. . m _ [ m 1 m _ m _

Zauwazmy, ze <" = (—) = a¥a. n < n(a,+a,)=m(a,+a,). Po ozna-
h

A

czeniu przez r rOznicy tego ciagu otrzymujemy dale;j:

n(a+a,)=m(a+a,) < n(a+a+(m-1)r)=m(a+a+(n—-1)r), a stad po
przeksztalceniach — réwnos¢ (n —m)(2a,~r) = 0. Gdy m = n, to oczywiscie rownos¢
zachodzi. Jesli zas r = 2a, to:

am_a1+(m——l)r_a1+(m—1)~2a1_zm_l

a4, a+(n-1)r a+(n-1)-2a, = 2n-1

1. 4,488 m’.

2. Lolek dogoni Bolka w dziesiatym dniu od chwili rozpoczgcia podrdzy. Bedzie to w od-
leglosci 640 km od miejsca rozpoczecia podrozy.

Synowie majg odpowiednio 17, 14, 11, 815 lat.

Jezeli przez a, oznaczymy warto$¢ uzytkowa tej maszyny po pierwszym roku, to z ukia-
du3a,=aia,=0otrzymamy n = 30.

Po 8 sekundach.

12.

172°18"

10 bokow.

8 albo 15.

10. 12 sekund, 21 litrow.

=

© © N

a)alz%,q:IO; b)a1=4,q:% lub a=1,9=2; c¢)a=1g=3.

x=50.

el S
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Rozdziat IV

Ealb ol Bl L 5 el

8.

10.

4.
S.

11.

4.
S.

Q
I
= w

a " "—1
qjl@q_gij> gdyg#1

%}
=
Il

%n(n+ 1), gdyg=1.

. . 1 k
Zauwazmy, ze11...1= §(10 - l).

k

Wtedy dana sume¢ mozna wyrazi¢ wzorem: % (10" '=1) - %(n +1).

S =TI
A=2,B=32
Ciag arytmetyczny, w ktorym a, = 9, r = 8; cigg geometryczny, w ktorym a,= 9, g = —g—

120%.

Druga; 0 2080 zi.
1023 p.

16 zt, 20 zt, 25 z1.
243 cm.

Wiekszg kwote otrzymamy, lokujac pieniadze na 4% przez 10 lat.

Gdyby ojciec nie zwiekszyt kapitalu, to po 20 latach na koncie bytoby okoto 34564 z,
a wiec mniej, niz zaplanowal. Aby jego plan si¢ powiodl, powinien po 12 latach dopfa-
ci¢ 285 zl.

8000 zt.

,
K= .
P b
100<1+100>
Okoto 1223 z1.
a) tak; b) nie; ¢) nie; d) tak.
a) tak; b) tak; c) tak; d) nie.
a) prawdziwe; b) prawdziwe;  c) falszywe; d) prawdziwe.
a)l; b) 0; c)1; d) 0.
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Odpowiedzi i wskazowki

6. Wszystkie podane ciggi sa ograniczone, gdyz dla kazdej dodatniej liczby naturalne;j n:

. 3n’-1 7
a)0<a,<l;b)0<a <lc)0<a,< 3,wskazowka:an=h:3— 2+n2;
l+n
d)0<a, < /2, wskazowka: 1+n =/2. 22 <./2,na mocy nieréwnosci

+

/nl
2

Jn?+1

atb _ |a +b2
2 2

N S U 1 1,11 1 1,1 __1 _
e)a"_1-2+2~3+"'+n(n+1)—1 2ty 3ttty n s
=1-—do = oenywiscie O<a < 1

n+1l n+1 W now

11,11 || 11 \_
Da,=3(1-3+ 33+t s gy * )=
11 1 2n+1-1_ n_ .

—2<1 o 1) 2 T+ 1 - apsqlocywiscie 0<a,<L
12.
2. a) %; b)7; c)5; d)—2; e)—4; f)-1

5 3

3. a)—f; b) -1 0)7.
4. a) %; b) 14; )3 d)L; e)3; f) %
5. a)l b) o)l d)L
6. a)l; b) 1 oL d) 4 e)L; f)-2
° > 2’ 2 37 37 M
7. a)4; b)max{a,,a,,...,a,}.
13.
5 1 4
L a)0; b) 3; ¢) 10; d) 7 e) =3 f)-1
3 .

)2 hy-=5 -1

2. a)3 b oo

3. a) Poniewaz dla kazdej liczby k € {2,3,...,n,n+ 1} zachodzil — iy %—, wiec:

(1= 3)(1- )-8 1=

1 32 435 h=1 n+tl n n+t2__n+2
223344 n noon+l n+l” 2(n+1)
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Rozdziat IV

Zatem:

(3 (e (veer

o 2 ___k+3k __k  k+3
b) Zauwazmy, ze | = G N ) T R+ D) (k+2)  k+1 k+2

n+2 _1

D)2

dla kazdej liczby

ke{2,3,---,n,n+ 1}, wiec:

( _L>( _L> 1-—2 M- 2 \_
2-3 3-4) n(n+1) (n+1)(n+2)
225364758 n=1n+t2 n_ n+t3 n+tl n+d_
34455667 n n+l nt+tl n+t2 n+t2 n+3
4
2 nt4_1 1ty
4 n+2 2 2°
1+2
Zatem
i (1— <2\ (1 -2 | 2 | 2 _l.1l+%1
,L“E,( ‘ﬂ)( ‘ﬂ)m( —n(n+1)>< _(n+1)(n+2)>‘n£r271+%‘7-
1- L
owaz 1__ 2°_2(, 1
c) Poniewaz v, L 3(1+2 3>,
23
1_L l_i
2°-1.3-1_"" 2% 33:2<1+L)
2+1 31 4L o417 30734
2° 33
i ogdlnie:
3
2°—1 31 n3—1‘(”+1)_1:;<1+ 1 )
+1 3+1 T+ ()41 3 (n+1)(n+2))
3
oo 2°—1 3-1 -1 (-1 g( 1 )_;
R B ORI L A A TR V) s

1 1 1 !

d)Mamy: /2-4/2-8/2...-2/2=2%2%.2% .. .2¥"=2

PR . ! (;)j | - 1\ %
=2 =2t vy =2 (2):2~(%><): 2

(2)2"
Y
Ale 1<(2)*" <2" dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n (bo 2">n dla kazdej
1

n

o [—
N
0 |—

dodatniej liczby naturalnej n) oraz lim 2" = 1, wiec na podstawie twierdzenia o trzech
n— o0

n

ciggach wnioskujemy, ze lim 2 RSt

Stad lim /242 %/2...-2/2 =lim = —2— =2.
2

0 |—
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Odpowiedzi i wskazowki

1 3 1
4. a) e b) 53 c) WL d) 1.

n 1 1 1 n
< + +...+ <
Jnitn  Jni+1 /n?t+2 Jni+n  /nt+1
rzystaj z twierdzenia o trzech ciggach.

1 sko-

Wskazéwka: Zauwaz, ze

14.
3. a)+oc; b) 0; C) —oo; d) +oc; e) +oo; f) —oc.
4. Poniewaz lim a, =lim b =+ oo, wigc:

A (a>3)iA V. A (625)
A>0 SeR n>6, n" 2 A>0 8,eR n>9d, n” 2
Wobec tego dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 8, gdzie 8 jest nie mniejszg
z liczb 8,1 8., zachodza obie nieréwnosci a, > —%— ib > % jednoczesnie, wiec dodane

stronami prowadza do nieréwnosci a +b >A. Zatem AV A (a +b >A)
A>0 S€R n>$ n n

i wobec tego ciag (a, + b, ) jest rozbiezny do +oc.

5. Twierdzenie: Jezelilim a, = lim b =— oo, to lim (a,+b, )=~ cc. Dowod — jak twierdze-

niazzadaniad. o T
6. a) Rozbiezny do +oc; b) rozbiezny do —o; c) zbiezny do 2;
d) rozbiezny do —oc; e) zbiezny do —1.

Odpowiedz: Nie mozna, co potwierdzaja powyzsze przyktady.
7. a)Jezelilim a,=lim b =+ oo, to:

A (oA AV A (e A)

A>0 S§e€R n>4, A>0 6,eR n>é
Stad wynika, ze /\0 5\e/R /\ (a, b, >A). Wystarczy bowiem przyjac¢ za & nie
mniejszg z liczb &, i §,. Wtedy dla n>8 bedziemy mie¢ nieréwnosci a,> /A

ib > /A, ktore pomnozone stronami prowadzg do nieréwnosci: a, b >A.

Jesli za$ lim a,=lim b =— oo, to oczywiscie lim (—a,)=lim (=b,) =+ oo (wykaz

n— oo n— oo

to!) 1 wowczas na mocy udowodmoneJ juz cze;sc1 | twierdzenia wnosimy, ze:
lim a, b, =lim (~a,) (=b,)=+ .

b)Jeslilim a,=+oci lim b, == oo, to oczywiscie lim a,- (=b,) =+ oo, skad:
lim a b =— oo,
8. a) Rozbiezny do +o; b) zbiezny do zera; ¢) zbiezny do 2.

Odpowiedz: Nie mozna, o czym Swiadczg powyzsze przykiady.

L - 0. Zkolei ciag(a,)jest ograniczony. Zatem ilo-

n

9. Poniewaz lim |b | =+ oo, wigc lim

n— oo

czyn ciagdw (a, ) i <bl>’ czyli cigg <%), jest ciggiem zbieznym do zera.

n
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Rozdziat IV

10.2) k= 2; b)k:i%@lubk:3+2ﬁ; k=3 d)k=—1

11.a) k=0;  b) dla zadnej wartosci ; c)k=2;
d)k=1  e)dlazadnejwartosci .

15,
5.2 b o3 d)12 e4+4ﬁ;fi1+ﬁ3;g2+ﬁ;h2—ﬁ.
3 5 2
1. 3. ) 4. 4.
6‘ a) §, b) 3 ’ C) 17 d) 1 305 ) 900’ f) 119 g) 33’ h) 1 165’
224 . .2498. .. 7. 53 728
D559: 133908 Mgy Dang D2 1ess ) 559+

7. a)tak; b)tak; ) tak d) tak.
9 2 3
8. a)x—g,b)x— 1, x,= 3 c)x 3; d)x—j; e)xz—é; f)x:—-f; g)x=2.

9. a)x>—l, b)xe(—Z;O).
16. 2

3a,  a 1
1. Z treSci zadania mamy: a, = T=¢ 1= 2. Stad g =— 3

2. Ciag wyrazow o wskaznikach nleparzystych a,a,da,... tez jest nieskoficzonym ciggiem
geometrycznym o pierwszym wyrazie a, i ilorazie ¢°. Otrzymujemy zatem uklad row-

‘_’1q_g-1j’ =1, a stad: a—i—qz%—

3. x€(0;1)U(2:3).

4. x=2.

S. (1 +tq+qit+q’+ )(1 -q+q —-q+.

nan
1

R 1
T—q¢ T+q 1-4°

6. a) Zobacz: rycina 5.

Ryc. 5.
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Odpowiedzi i wskazowki

n—1

b) Mamy: p = (%) , S, = é(%) ,

1
e N-_9 _
zatem lim p =0, lim (s,+s,+...+5 )= =1

n-—oo nh— o 1 _

7. S=r/3.

1912 Promienie kolejnych wpisanych kot (z duzym pojedynczym wigcznie) maja

/3 /3 /3

odpowiednio dfugosci 6 1R 54 . Suma pdl kot sktada si¢ z pola tego pojedyncze-

8. S=

go kota i potrojonej sumy szeregu pozostalych kot:

. Zauwaz, ze dlugo$ci bokéw powstatych

9. SZ%

w ten sposob trdjkatow (ryc. 6) tworza nieskonczony

. 11 1
tryczny: 1,—=, 7, — =, ....
ciag geometryczny NEREENE

>

Ryc. 6.

10. Ta. Promienie kolejnych potokregow tworza ciag: %, %, %, ..., a dlugosci kolejnych pot-
Tla Tta Tla

okregow — ciag: B g
Rozdziat V.
1.

3. Z twierdzenia sinuséw otrzymujemy (przy oznaczeniach standardowych) zwiazki:
a=2Rsina, b=2Rsin B, c = 2Rsiny. Ponadto o + B + 7y = 180°, skad
Y =180° — (a + B), wigc sin (ot + B) = sin (180° — ¥ ) = siny. Zatem
sin(a+fB)<sina+sinf8 < siny<sina+sinff

= 2Rsiny <2Rsina+2RsinfB < c<a+b.
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Rozdziat V

4. R=6. C
5. 307 60°, 90°. Wskazowka: Zastosuj twierdzenie
sinusow do trdojkata rownoramiennego ACE

(ryc. 7).

6. Jezeli bok ten ma dlugos¢ a, za$ katy do niego

przyleglte maja miary ot i 3, to pole S tego trojka- B
a’sinasin 4 b E B
m. Ryc. 7.

7. Niech R bedzie dtugoscig promienia tego okregu. Z twierdzenia sinusow wynikajg zwigzki:
AB=2RsinC, BC=2R-sinA, CA=2R-sinB, DE=2RsinF, EF=2RsinD,
FD =2RsinE. Wobec tego AB+BC+CA=DE+EF+FD
— 2RsinC+ 2RsinA + 2RsinB = 2RsinF +2RsinD + 2RsinE <
& sinA+sinB+sinC=sinD +sinE +sinF.

ta mozna wyrazi¢ wzorem: S =

8. BC=20sin15°,CA = 5/1—5,]3 20sin 15°.
0. 413

10. 8/7

cos 15%
11. 2R (sino +sin B +sin (ot + B)).
13.49°28".
14.Z twierdzenia sinusow: =% = sina, 25 = sin B, = = siny, stad asina + bsin B =
: " 2R '2R ' 2R St
+b_2 a’+b?
2R 2R 2R

2
Z zalozenia asin o + bsin B = csin'y, wiec 2}[7 ZCR’ skad a®+ b*= c’. Z ostatniej

rownosci wnosimy (na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa), ze
trojkat ten jest prostokatny.

15.Z zatozenia wynika rownoS$¢ 2 sin® 8 = sin” o + sin” y, ktora na mocy twierdzenia sinu-
sOw rownowazna jest rownosci 2b>=a* + ¢’

4. a)cosA:—%,cosB {,COSC
b) A=30°, B=60°C=90".

5. m_l/mm~§/mm_%m.

6. 2,7515,25.

7. 1—%(“%’)2.

8. $/13-6/3 wb 4 /10- /3.

10.5= 1 (b*+d*~a®~c*)tg @, jesli (b*+d>~a’~c*)tg @ >0,

f+f
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Odpowiedzi i wskazowki

1 .
11. S = jdldzsmgo.

12. Rozwazmy réwnolegiobok o bokach i przekat-

nych dtugosci odpowiednio a, b, p 1 g, zawierajacy

kolo o promieniu dlugosci r i zawarty w kole

o promieniu dtugosci R (ryc. 6). Przyjmijmy, ze q>< /
p > q. Poniewaz 2 (a*+b*) = p*+ q* (zobacz przy-

kfad 4), wiec p*> a’ + b>. Ponadto zachodzg oczy-
wiscie nieréwnosci: 2R = p, 2r < a, 2r < b. Wobec
tego 4R*>p’>a’+b’ = (2rY + (2r) = 872 skad
4R*> 8r* R*> 2r?, (§> > 21 ostatecznie —]§ > /2. Ryc. 8.

13.Po przeksztalceniach otrzymujemy, ze:

1 n 1 _ 3
atb b+c a+b+c

Ponadto z twierdzenia cosinuséw b*= a* + ¢’ — 2ac cos . Zatem

— b’=a*+c*-ac.

a*+c*—ac=a’+c*—2accos B, skad cos B = % i ostatecznie 3 = 60°.
Rozdziaf VI.
1.

5> >

15. Zbuduj sume i roznice wektoréw u i v i skorzystaj
z nierOwnosci trojkata.

s 5 - 5> — o 5> = > o

16. AC=2a+b, AD=2a+2b, AE=a+2b, BC=a+b,
—— - — >
BD=a+2b,CF =-2a.

=L (B =L (6= 2= L (5-) tye. 9.

18. Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 10. Wowczas: A

—_— S S —— — —— —— —— ——
AK+AP+AL=AM—- KM+ AM - PM+ AM — LM =

; K
=3AM - (KM+PM+ LM ) = N
=34M— (NL+IM+PM )= o O\ |
=3AM - (NM+ PM ) = 3AM — (AN +NM ) = /
=3AM — AM = 2AM. L M

Ryc. 10.

0. Zawwaimy, i OF = (3C-+ 0B, 0F =} (04 + 0C .G - 4 (04 B

2 2
Po dodaniu tych réwnosci stronami otrzymamy dowodzong rownosc.
— 3- - - > — 3> >
IO.AM:§p+4q,AN:3p+2q,MN=§p—2q.
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Rozdziat VI

11. Przy oznaczeniach jak na rycinie 11 mozemy napisac:

AD=AK + AL Prowadzac odcinek LD réwnolegle do

AB, otrzymujem AC _ BC =1+ D 7 twierdzenia
ymujemy 7 = B BD"

DC _ BD
o dwusiecznej kata w trojkacie: AC = AR

AC AC AL AB
Zatem —— AL =1 +TB—’ skad 5% AC AB+AC,W1¢C
AL: AB AC PodobnleA __AC__ E
AB+AC ~AB+AC
Wobec tego:

—>-—> — AB — AC el
AD—AL+AK-AB ACAC+AB+ACAB

12.Zgodnie z okre§leniem sumy wektorow oc ]est
przekatng rownolegioboku OACB (ryc. 12) OD
za$ réwnolegloboku OCDB, a ponadto CD = OB,
Stad oraz z zatozenia, ze OB = OC = OD, wynika
rownoboczno$¢  trojkata  OCD,  zatem
<COD = 60°. Poniewaz trojkaty OCD i ODB sa
przystmce wiec <COB = 120 Z rOwnosci
OC = OA + OB wynika, ze OB = AC a stad OB = AC. Wobec tego trojkat OAC jest
rownoramienny (bo OC = AC). Ale <OCD = 60°, wigc <ACO = 120°. Zatem <AOC = 60°,
dlatego <AOB = <AOC + <COB = 60° + 120° = 150°.

Ryc. 12.

13. Przy oznaczeniach jak na rycinie 13
otrzymujemy:
= l == 52\
KL—2<KD+KC)—
1

L(kA+ 4B+ KB+ BC) - 4 (1D + )

| —

14. Otrzymujemy (ryc. 14):

Eﬁ:%(5§+i7>:
(ﬂﬂ+ﬁ%ﬂEmfm%

<_)+~§+~‘6+E_)>.

Ry

RN ST
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Odpowiedzi i wskazowki

1. Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o odcinku Igczacym Srodki dwoch bokow trojkata.

326

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 15. Wiemy, ze
— - 17 —— 1~ > .
m,=a+ jb, m, =b+ 5 C. Wektor a mozna
., . i - - . .
przedstawiC¢ w postaci (x) a =xm,—ym , gdzie xiy s
pewnymi liczbami rzeczywistymi.
Podstawiaji(g 30 rownosci  (x) wyznaczonych
wektorow m, im , dostajemy:

- > 12 > 1°
a=x(a+7b>—y<b+§c>, Ryc. 15.
skad po uwzglednieniu rownosci c=— <2 + Z) otrzymujemy rOwnos¢:

a= <x + %y)g + (% X = % y)i;, ktora jest mozliwa jedynie wtedy, gdy x + %y =1
i%x—%}m(). Stqu=y=%.

Skorzystaj z twierdzenia o odcinku taczacym Srodki dwoch bokg’)zv+ tr(')jgi‘[)a.___+ .
%kazgvll)(a: Sporzadz odpowiednia rycing, a zauwazysz, ze OA =— 0D, OB =— OE,
OC =-OF.

Niech A, B, C, D beda wierzchotkami danego czworokata, P — Srodkiem przekatnej AC,
Q - $rodkiem przekatnej BD, M — srodkiem AD, N — §rodkiem BC (ryc. 16).

Wowczas punkty M, P, O i N leza na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy MN=a-MP

iMN=b- FQ dla pewnych, roznych od zera, liczb a i b.

—_— — —_— 1\=—=
Smd2MN:aMP+bMQ:a<1+E)MP D
Ale poniewaz 2MN = AB + DC oraz MP = > C, wigc
AR — 1\ M . N
AB+DC=a(1+4)MP = 5
— ] 1\= =
— AszaQ+E)DC—DC -
ap=(L D _\po Ryc. 16
— AB=(La(1+4)-1)DC. yc. 16.

——
Ostatnia rownoS¢ dowodzi oczywiScie rownolegtosci wektoréw AB i DC. Stad za$
wynika, ze czworokat ABCD jest trapezem o podstawach AB i CD.

Zalozmy teraz, ze czworokat ABCD jest trapezem o podstawach AB i CD. Wowczas
nletrudno wykazac rownolegtos¢ wektorow MP A

PN MQ 1 DC ktora dowodzi wspolliniowoSci
punktow M, P, Qi N.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 17.
Wowczas zauwazymy, ze XY = % (TQ + ﬁ)

0szY—%<PY+RY> S
Po dodaniu tych réwnosci stronami otrzymujemy:

2ﬁz%<@+ﬁ+ﬁ+ﬁ>: D

P

Ryc. 17.



Rozdziat VI

17.

18.

_ll—»—>l—>-———>_l_—>—>l—>—>_
_2<2( B+ RC)+ % (PE+RD)+5(AS+B0) +5(DS+C0 )_
B e Ve LBl L Lep s LpE 4+ Lag) =
=3 4AB+4DC+4CD+4 C+4DE+; B+5P +2AS =
:%<%E+%P_E)+%_—§+%_§>:%<i}f§+% E{+ﬁ>+%_ﬁ+%<ﬁ+§§>>=
-1 lXé+lF+lﬁ+l5§+lﬁ+lﬁ>—lﬁ
“o\gAPTgPAT AT Y 2ART YRR =2 A
stad 2XY = 5 AE i ostatecznie XY=y AE, co byto do udowodnienia

a)—3; b)-2.2; c)—5; d) 0.

a)45°; b)150°% c)120°.
a)2; b) 6; c)—2; d) 0; e)4; f) —4.
a) /13,/7, b)2./3,2/7.
a) —-10; R b) 5. R
La)2ut+2uev;  b)ut—4vh o) vi-u’ d) u?+ v e)duev.
.a)13; b) 7.
.a)10; b)10,/7.
.a)/7,/13; b)15,,/593.
.392.

_3

2 — 1= C
Poniewaz: AD=§< B+AC>,
BE-L(-AB45C)
e 1/—= =2 E D
CF:—§<AC+B )( c. 16), wigc
AB CF+BC+AD+CA - BE =
:_}"(—%Xg—%B_’)‘F_C)f’(%A—B}-I—%_C})-F A F B

1= 1= Ryc. 18.

+QMQ7AB+§B):
132 —+__1_———>—> l———)—) l—»——> L—) —)__-—» -
——jABoAC 2ABoBC+2AB°BC+2AC°BC+2AC°AB 2ACOBC—O.

Pomnézmy skalarnie obie strony danego réwnania przez wektor b. Otrzymamy wtedy
r()wnanie?)(;oz)+2<2°Z><;°Z>=Zog, asta[d;c)ozz——c—c’%, gdyz'3+2203#0
. . . . . . 3 + 2a ° b . .

(z zalozenia). Po wstawieniu tej wartoSci do danego rOwnania otrzymujemy
c_12_2 cob 2

X=xc—-%5 ———=5a.

373 34+2a0h

Pomnozmy skalarnie obie strony podanych rownan przez wektor b. Otrzymamy wtedy
uktad:
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Odpowiedzi i wskazowki

Po rozwigzaniu go jako uktadu roéwnan z niewiadomymi xobi ; - b otrzymujemy:
5> o 5> 9O\ /o >
ceb=3la-b)(d-b
R L
- 12(

o
\_/

¢

poniewaz 1-6a- °b#0 (z zalozenia). Po wstawieniu otrzymanych wartoSci do
wyjSciowych rOwnan znajdujemy:

| 3.202—2(202)(203)2

BT
PN (RGO
1-6(a-b)
19.0) Mamy: i +3] =i+ = (i3] =(0-7) o 2uev=-2ied o

— wov=0 e u=0lubv=0Iubu Ll
J=(i+0) =

L T

> > >

N
=u+v (:»(

u

>

+|v

2

- - > ->
= |u vi+|\v| =u +2u-v+v =
z > >
«:»u+2||l|+v—u+2uv+v HHuv«:»

— u=0lubv= O, lub Wektory wiv maja zgodne zwroty;

c¢) Rozwiaz jak przyktad b;
d) Rozwiaz jak przyktad b.

1. Spojrz na rycing 19. Wedlug niej: P
m:M—)Q+§N>,P_Q)= %(E +B_C)> Wobec tego:
MNL1PO « MN-PO=0 e

 (#+2N)-(L(AB+BC))-0 —

o () ()0 P
Ryc. 19.
I ye
= AD -BC =0 < AD’-BC*’=0 <
= AD’=BC* < AD=BC.
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Rozdziat VI

2. Mamy (ryc. 20): D

AB*+ DC?=BC*+ AD® ¢
2 2 2 2
— AB +DC =BC +AD
2 2 2 2
e AB —BC =AD -DC
ey —_— — B
— (AB+BC>0(AB—BC>: y
=(@+D_’c)o(A_D’—Dc) — Ryc. 20.
—_— > — — [ —> —
— ACo(AB—BC)zACo(AD—DC) —
—_— > = — —
— ACo(AB—BC—AD+DC>:O —
—_— [ — D = —> — —>
— ACo(DA+AB+DC+CB>:O e AC*2DB=0
—_ — _— =
— AC+DB=0 s ACLDB. C
L B S R T e S M
3. Przyjmijmy (ryc. 21), ze: AB=b, AC=c, AD =d. D
Wéwczas:ﬁ(zzz,ﬁz%(g+2) m:%< +?l), P I
— 12 = = 1 > N
AN =1 d KM=KA+AM = 7(c+d b>
ﬁzé(é c- Z) Stad: L
e >
KM=IN KM2 IN?> s KM =IN s A4 K B

— KM ~IN =0 (KM_W)O<W+W):O - Ryc. 21.

5> /o > —_— — —_— —
— co(d—b):o e AC+BD=0 s ACLBD.

4. Mamy:ELﬁ — AD-BE=0 e (@+R’>(ﬂ+§8>:0 =

!

—_— — — —— —
AB-BC—-AC-AB+AC-BC=0 &

2|

I

5l
o
Q

oo

e

I
5l

!
5|

!
l

11
5
]
5l
=
5
2
!

— — —2 N — —
+BC-AC=4AB < 2AB +BC-AC=4AB <

H
!

—_— — 2 —> — —2
e BC-AC=2AB < 2BC-AC=4AB
2

2 2 (A AN - -3 2 2 2_ 2
= BC"+AC BC—-AC)=4AB < BC°+AC"—-BA“=4AB° <

l

— BC*+AC*=5AB"
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5. Poniewaim:VO)+O_A),M§:.I\TO)+@),W:M—>O+O_C}
(ryc. 22), a ponadto OA OB=0C= OM = ‘?, wiec:

2
MA?+ MB*+ MC?= MA +MB +MC
—_— —
:(MO+OA) <M0+OB) M0+OC)
2 42 N
=3MO +O0A +O0B +0C +2MO - (OA+OB+OC)
:30M2+OA2+082+OC2+2MO<>O,
—_— = -
bo OA + OB + OC = O (wykaz to), M
2 Ryc. 22.
:6-OM2:6~(—?)=6-1:2.

3
6. Zauwaimy,ie:BK0E2<_O)+O—)>0<AO+ L)z(B +%—/—\)>(_O)+%——B)>:

hN
oo

6.1.
8. a) Skorzystajmy z twierdzenia 1. Poniewaz S_A:: [x,—x]dlai=1,2,3,...,n, gdzie x jest
wspolrzedng punktu S, czyli S = (x), wigc:
e J— —_—
SA+SA,+ ...+ SA =[x —x]|+[x,—x]+ ... +[x —x]=
=[x —x+x,~x+...+x, —x]|=[x+x,+ ... +x —nx]
Zatem:

= o - 2 X, Fx,+...tx,
SA+SA,+...+5A, =0 &= x+x,+...+x,—nmx=0 = x=

n

b) Postepujac podobnie jak w przypadku a, otrzymamy, ze szukany punkt S ma
mox,+m,x,+...+mx,
m+m,+ ... +m,

wspOlrzedna: x =
6.2.

7. D=(~1;0), E=(7;-2), F=(3;6).
8. C=(0;-2),D=(2;4).

X, tx,+...+x y+y +...+y
— 1 2 n., <1 2 n\.
9. a)S—( 7 ; 7 ;
b) S = mx,+tm,x,*...+m x, my+my+..+tmy,
m+m,+...+tm, ’ mtm,+..+m,

Wskazowka: Postepuj jak w zadaniu 8 z poprzedniego podrozdzialu i skorzystaj
z twierdzenia 2.

10. Z poprzedniego zadania wiemy, ze punkt bedacy Srodkiem masy uktadu punktow
A=(x,9) A=(x,:9,),..., A, =(x,;y,) o masach odpowiednio m,, m,,..., m ma
wspolrzedne:
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x:m1x1+m2x2+...+mnxn _mytmyy, . tmy,
mAm,+. . +m_ Y mAm,+ ... +m,
Wspolrzedne Srodka 7 masy punktow A, A, ..., A, o masach m, m,, ..., m, wynosza
odpowiednio:
X:m1x1+m2x2+...+mkxk _mytmyy, . tmy,
T m¥m,+ ... +m, T mAm,+ ... +m,
Wobec tego §rodek masy uktadu punktow I, A, . , A, , ,,..., A o masach odpowiednio

m+m,+...+m, ,m m, . ,+...+m_ mawspOlrzedne:
n

k+1°"""k+2

(mq+...+m)x,+m, x, +..+mx

(m+m+ ... +m)+m, +..+m,

mlxl+...+mkxk
(m+...+m,)- o, m, M e e tm,x,

mAm,+ ... tm+m,_,  F..+tm,

m1x1+m2x2+...+m X
— n n
mAm,+ . Fm,

<m1+m2+"'+mk>yT+mk+1yk+1
(m+m,+...+m)+m +..+m

t...+tmy, _

y:

_myEmyy,t . tmy,
mAm, .m0

a wiec rowne wspotrzednym §rodka masy uktadu punktow A ,A,, ..., A . Stad teza.

11.6 /2 +2./5; rownolegtobok.

12.8 + /58.
13.5.5.
6.3.

8. Rozwazmy dowolny trojkat ABC i przyjmijmy, ze A = (x;y,), B=(x,;¥,), C = (x,:¥,)-

. + -
Srodek A' boku BC ma wigc wspolrzedne: X22X3 i y22y3 (ryc. 23). Zatem

+ +
A= (_xz_zxj_%) Niech S = (x;y) bedzie

srodkiem ciezkosci tego trojkata. Wiemy, ze

—_—> — . L2 ,

AS =2SA". Poniewaz AS =[x —x;y—y,], za$
[t vty ) <
SA - 2 X5 2 y 7W1¢C A= (xl;y]

C = (x3;y3)

:l

x2+x3. YQ+y3
2 2

—> —
AS=2SA" = x-x=x,+x,—2x B = (x3;y2)
1y=y=y,ty,-2y < =
Nt P 2 SRR 150 P 2 *
B O T
x,+x,+x +y,+
Odpowiedi:SZ( : 3 3;yl y3_ y3)‘ Ryc. 23.
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9. W trojkacie ABC (ryc. 24) niech: A= (x,;y,),
B=(x,:y,), C=(x,;y,). Wobec tego srodki A'
1 B' odpowiednio bokéw BC i CA maja
wspolrzedne:

C = (x3)3)

A= Xyt X Yoty B - Xy tx Yty
2 02 ) 2 0 2 A=)
Zatem: B =2y
g = | BN Xt Yty Yt ys ) © X
2 2 02 2
_ xl_xz,yl_y2]_
2 ° 2 - Ryc. 24.
—|_1 : __1 ) __ 153
_[‘f'<x2“x1)’_§(yz_y1>]__f'[xz—xl’yz_yl]__fAB’
SR 153 . AR AR A 1
czyli A'B =—» AB. Wynika stad, ze A'B IIABlAszAB.

10. Wskazowka: Skorzystaj z zadania 9.
11. Niech w pieciokacie ABCDE:

A=(x;39)B=(x,39,), C=(x3:y,), D= (x,59,), E = (x5;¥,) (ryc. 25). Wowczas:

B xl+x2.yl+y2 B x2+x3.y2+y3 B x3+x4‘y3+y4 B x4+x5'y4+y5
P‘(z’z 0=\ "7y R\ T T S T T )
Wobec tego: D = i)

Y = Xy
Y= 1 X, tx, x;tx, 1 yl+y2+y3+y4 _ 4)}3
2 2 2 2 2 2 C = (x3;,3)
B x1+x2+x3+x4‘y1+y2+y3+y4
B 4 ’ 4 ’ E 0

XXy X FX N 1ty Yt Ys )

Y"(7< 7t 5>;7< 2t ))T B = (iy)
A= (x;y1)

B x2+x3+x4+x5.y2+y3+y4+y5 b

= T ; X 0] X

- Ryc. 25.

atem:

X_)Y= x2+x3+x4+x5_x1+x2+x3+x4'y2+y3+y4+y5_y1+y2+y3+y4 _

4 4 ’ 4 4
XX Vs Y 1 ! _
- 54 Y 54 1]“[Z<x5_x1)’1(y5_y1)]_

=glxs=xiys=y = —}IE, skad wynika teza zadania.
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6.4.
10. p=01lub p=—4.
N
11. Rzutem wektora i na of o kierunku Wektora vjest wektor w = ‘ ‘ cos< (% ) |—Y,l
v
Po podstawieniu do tego wzoru podanych w zadaniu wartoSci otrzymujemy:
I 1 v 5°?
=3 2'37%6"
12. Szukany wektor w jest postaci (poréwnaj rozwiagzanie zadania 11):
> > > o>
W= Iul - C0os < <u; v) : |—K~| Poniewaz cos < (;’ ;) = 57750, Wi(;c w= LI{*F v,
v v
Na podstawie zalozen danych w zadaniu mamy:
—> —> - -2 —)2} 2 — 2 -2
(Sm 2n)+(~2m)==10m = =(-2m) =4m =4-1=

Zatem w =— % V.

- >
13. w==2v.
Rozdziat VII.
1
5.a) tak; b) tak; d) tak; e) nie. P, Py
2.
4. Nie jest, gdyz podany warunek pozwala pewnym A=P

punktom przyporzadkowac¢ wiecej niz jeden punkt,

na przyklad gdy P = A, wowczas P' moze by¢ dowol- Ps

nym punktem okregu o §rodku A i promieniu dlu-

gosci 2 (ryc. 26). Ryc. 26.
5. a) nie ma punktow statych;

b) P=(1;1);

c) wszystkie punkty osi OY.
6. a)(x:y) i—;* (“2:y+1),  py(xy) —=— (~x-y),
(xy) —=— (=2x:y+1); (x;y) —=— (=x:=y);
¢) (x:y) —=— (2y;x+2),
(1Y) —=— (y+2;2x).

7. a) tak; b) tak; c) tak; d) nie; e) nie.

8. Dla dowolnej funkcji g: R — R okresowej o okresie 1 przeksztalcenie f:R— R
okreslone wzorem f(x)=g(x)+x spelnia warunek zadania. Mamy bowiem
fx+D=g(x+D)+(x+1)=g(x)+(x+1)=(g(x)+x)+1=f(x)+1 dla kazdej
liczby rzeczywistej x, co oznacza, ze obrazy dowolnych punktow x i x + 1 odlegtych
0 1 w odwzorowaniu f tez sg odleglte o 1.
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Przyjmujac ponadto, ze g (0) = 0, otrzymamy: £ (0) = 0i f (1) = L. Jedyng izometrig / osi
liczbowej majaca punkty stale 0 i 1 jest przeksztalcenie tozsamosciowe: 7 (x) = x.
Zatem, jeSli g (x ) jest niezerowa funkcja okresowa o okresie 11 g (0) = 0, to przeksztat-
cenie f (x) osi liczbowej okreslone wzorem f (x) = g (x) + x spetnia warunki zadania.

1.

11. Zauwazmy, ze punkty P i P'sa symetryczne
wzgledem prostej o robwnaniu y = x (ryc. 27).

Ryc. 27.

12.A'=(1;-3),B'=(1;3),C"' = (4;-1),D' = (4; 1).
13. Teza zadania wynika stad, ze A'B' = AB oraz
C"C'=3-CC (ryc.28).

Cl

B|

\Q

Cu

14. Poniewaz PA = AP,= AP,, PB=BP,=PB,,

C
CP=CP,= CP, (ryc. 29), wigc: /»» .
AP,+P,B+BP+P C+CP,+P A= !

A
=(AP,+P,A)+(P,B+BP)+(P,C+CP,)= “
=2PA+2PB+2PC=2(PA+PB+PC). .

P B
3
Ryc. 29.
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15. Oznaczmy przez A'i B' obrazy punktow A i B w symetrii wzgledem prostej CM (ryc. 30).

16. Niech A' bedzie obrazem punktu A wzgledem

Wowczas MA+ MB =MA'+ MB>A'B=A'C+CB=CA+CB,bo MA=MA', A'C =CA.

Ryc. 30.

prostej [ (ryc. 31). Wowczas dla dowolnego punk-
tu P, prostej [ mamy: AP +P B=A'P+P B>A'B,
przy czym rownoS¢ zachodzi, gdy P, jest punktem
odcinka A'B. Dlatego szukanym punktem P jest
punkt przecigcia prostej /i odcinka A'B.

6. Zachodzg dwa przypadki:

&

9. Z cechy BKB wynika przystawanie

1. O§ symetrii czworokata przechodzi przez dwa przeciwlegle jego wierzchotki — wow-
czas czworokat ten jest deltoidem i mozna wpisa¢ w niego okrag.

2. O§ symetrii czworokata przechodzi przez Srodki dwdch przeciwlegtych jego bokow
— wowczas czworokat ten jest trapezem rOwnoramiennym, ktory jak wiemy, mozna
wpisa¢ w okrag.

y=x,y=—x,y=0,x=0.

x+y=3y=x

Wskazowka: Najpierw zbuduj trojkat BCD', gdzie D' jest punktem symetrycznym do D

wzgledem prostej AC.

trojkatow ADB i1 A'D'B' (ryc. 32),

a stad — rownos¢ katow < B i< B'. Te-

raz wystarczy powolac si¢ na ceche¢
KBK, by stwierdzi przystawanie troj- 4
katow ABCiA'B'C".
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10.

11.

12.

10.
9.

336

Przedtuz srodkowe AD 1 A'D' od- C

powiednio do takich punktow A
i A/, aby czworokaty ABA C
i A'B'A,'C" byly rownolegtoboka-
mi (ryc. 33). Otrzymasz wtedy

AW

przystajgce trojkaty ABA 1 A'B'A," 4
(na mocy cechy BBB), a stad (na
mocy cechy BKB) wynika przy-
stawanie trojkatow ABCi1 A'B'C".
Z podanych réwnoSci nie musi wynikac
przystawanie tych trojkatow (ryc. 34).

Zauwazmy, ze trojkaty AKB, CKLi1ALD s3
przystajace (na mocy cechy BKB; ryc. 35).
Stad wynika réwnos¢ ich bokow AK, KL
i LA, ktore sg bokami trojkata AKL. Jest
wigc on rownoboczny.

Oznaczmy Srodki tych okregow przez O,
0,10,, aich punkty wspolne przez A, BiC
(ryc. 36). Dtugos¢ promieni tych okregow
oznaczmy przez R. Widac teraz, ze czworo-
katy AO,PO, O,PO,C 10, PO,B sg rom-
bami o boku diugosci R. Z przystawania
trojkgtow: AO,C 1 O0,PO,, BO,C 10, PO,
oraz AO, Bi0,CO, wynikaja odpowiednio
rownosci: AC=0,0,, BC=0,0, oraz
AB=0,0,, a z nich - przystawanie trojkg-
tow ABCi0,0,0,. Wobec tego okregi opi-
sane na tych trojkatach sg przystajace.
Teraz pozostaje tylko zauwazy¢, ze okrag
opisany na trojkgcie O, 0,0, ma promien
dtugosci R, gdyz O,P=0,P=0,P=R.
Koniczy to dowdd tezy zadania.

Ryc. 36.
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11.

18. Rozwazmy translacj¢ 7T; Oczywiscie
T (A) =B (ryc.37).NiechT;(0,)=0,"
Poniewaz translacja ta przeksztalca je-
den okrag na drugi, wigc takze Srodek O,
na Srodek O,. Stad O,'= Ozizag)n
T(0,)=0,, co oznacza, ze O,0,= AB.

Wobec tego AB=0,0,=2R.

Ryc. 37.

19. W translacji o wektor CB (ryc. 38) obra-
zem punktu D jest A, punktu C - punkt B,
za$ punktu M - punkt M' Powstaly M
czworokat AM'BM jest tym, o ktOrym
mowa w tezie zadania.

Ml
Ryc. 38.

20.Z tresci zadania wynika, ze AB > CD. Obierzmy na odcinkach AM i MB odpowiednio
takie punkty K i L, aby DK|MN i CL|MN (ryc. 39). Wowczas AK =AM — KM =
z% AB - %CD = %—(AB —CD)=MN. W translacji T otrzymamy: T4 (D)=C,
T (K)=L.Niech T (A)=A. W trojkacie A CB jest A, L = LB = CL, wigc L jest srod-
kiem okrggu opisanego na tym trdjkacie. Srednicy tego okregu jest A, B. Wobec tego
kat A, CB jest prosty. Wynika stad, ze suma pozostalych katow tego trojkata jest katem
prostym, a co za tym idzie <BAD + <ABC = 90°".

D N C
A4 K M A L ‘B
Ryc. 39.

21.Rozwazmy translacje 7. Niech T5;(C)=E.
Oczywiscie T5;(M)=D, wigc czworokat
MDEC jest rownolegtobokiem (ryc. 40).
W translacji tej obrazem trojkata BMC jest
trojkat ADE. Z réwnosci katow DAE i DCE wy-
nika, ze czworokat ADEC mozna wpisac
w okrag. Wobec tego <AED =<ACD (katy
wpisane oparte na tym samym tuku). A ponie-
waz <AED = <BCM, wigc <ACD = <BCM.
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12.
10.

11.

12.

13.

338

Oznaczmy $rodki bokow BC, CD, DA 1 AB tego
czworokata odpowiednio przez O, 0,,0,10,,
a obrazy punktu P w symetriach wzgledem
nich odpowiednio przez P, P,, P,1iP, (ryc. 41).
Nietrudno teraz udowodni¢ (korzystajac np.
z twierdzenia o odcinku tgczacym S§rodki
dwoch bokow trojkata), ze czworokat
0,0,0,0, jest rownoleglobokiem o polu dwa
razy mniejszym od pola czworokata ABCD,
a czworokat P P, P,P, — rownolegiobokiem
o polu cztery razy wigkszym od rownolegtobok
0,0,0,0,.

7 razy. Wystarczy polaczy¢ odcinkami wierz-
chotki A, B, C danego trojkata odpowiednio
z wierzchotkami B, C, A, trojkata A B C..
Otrzymamy wtedy sze$¢ trojkatow o polach
réwnych polu danego trojkata ABC (ryc. 42).

5 razy. Podobnie jak w poprzednim zadaniu 13-
czymy odcinkami wierzchotki A, B, C, D czwo-
rokata ABCD z wierzcholkami odpowiednio C,
D, A, B, czworokata A B,C D, (ryc. 43).
Wowcezas, po oznaczeniu pola czworokata
ABCD przez S, zas:

a) trojkatow AD,C,, ADC, 1 ADC przez X,

b) trojkatow ABD , ABD i A BD, przez Y,

c) trojkatow ABC, A, BCi A B, C przez Z,

d) trojkgtow BCD, B,CD i B,C, D przez T
otrzymujemy, ze pole S, czworokata A, B,C | D,
jest rowne:
S=S+2X+2Y+2Z2+2T=S+2(X+Z)+
+2(Y+T)=S+2S+25=5S.

Sposdb pierwszy: Niech P bedzie dowolnym
punktem, P'za$ jego obra_ZL?m w _symetrii S,
Poniewaz P' =S, (P), to AP'=— AP (ryc. 44).
Niech P"=T(P'). Zatem P"=T45S,(P).
Potaczmy teraz punkty P i P" odcinkiem. Od-
cinki PP" i AB przecinaja si¢ w Srodku O od-
cinka AB, gdyz w trojkacie PP'P" odcinek AO

Ryc. 44.
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przechodzi przez Srodek A boku PP'1i jest rownolegly do boku P'P", stad PO =OP"
1AO = 5 P'P" = %AB Oznacza to, ze punkty P i P'" sa symetryczne wzgledem Srodka
O odcinka AB. Zatem P" =S (P). Z dowolnosci wyboru punktu P otrzymujemy row-
noS¢ przeksztalcen 73 S, 1S,

Sposéb drugi: Skorzystamy z twierdzenia ustalajacego

zwigzek symetrii Srodkowej z translacjg. Zgodnie z nim 4 0 B
I'=5,S, Ponadto wiemy, ze S, S , =1,
Zatem TS, = (S,5,)S,=S,(S,S,)=5,1,=S, (ryc. 45). Ryc. 45.

Sposéb trzeci: Zastosujemy metode wspotrzednych.

+ +
Niech A= (x,;y), B=(x,y,). WtedyO:<xA2xB; yA2y3>,za§TB=[xB—xA;yB—yA].

Stosujac wzory okreslajace symetrie sSrodkowa i translacje, otrzymujemy dla dowolnego
punktu P = (x;y):

(TS ) ((x:9)) =T5(S, ((:3))) = Tz ((=x+ 2%, 5=y + 2y,)) =
=(=x+2x,+x,—x, =y +2y, +y,~y,)=

XA+

X Yty
=(=x+ (x, 2, =y (,Ty,)) = (-H 25—y +2e -%—ﬁ> =Sy
14. Pomocg bedzie rycina 46. Wystarczy wykazac, ze
S 0y S 0, S o, S 05 S 0, S o, jest przeksztalceniem tozsa-
mosciowym.

Poniewaz, jak wiemy, S, S, = T+, wiec

S03S()2S01503S025012(503502)(501803)(S02S01):
- T20203 Tzo3o1 Tzolo2 - Tzolo2 +2030, + 20,05
ZTZ(W+5I—O—£+@)=T2_5:T6, co konczy dowdd

tezy zadania.

As As
Ryc. 46.

13.

7. Niech A bedzie srodkiem symetrii figury F, za§ A Srodkiem symetrii figury /. Gdy A# A,
to teza nie zachodzi. Niech A=A, F=F UF,iFNF,=@.Jesli P € F, to P € F, wigc
P'=S,(P)€F.Oczywiscie P' € F,, gdyz P' ¢ F,. Zatem S, (F,) = F..

8. Niech O bedzie srodkiem symetrii czworokata ABCD (ryc. 47). Zatozmy, ze S, (A) = C.
Wob;)cc teg_9_§ o, (B)=D. Oczywiscie punkt O lezy wewnatrz tego czworokata. Ponadto
S,\AB)=DC. A poniewaz O nie lezy na zad-
nym z odcinkéw AB i DC oraz odcinki AB i CD D c
nie leza na prostej przechodzacej przez O, wigc 0
odcinki te sg rézne i rownolegte. Podobnie do-
wodzimy rownolegltoSci pozostalej pary bokow 4
czworokata ABCD. Czworokat ten jest wigc
rownoleglobokiem. Ryc. 47.
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9. Zal6zmy, ze figura ograniczona ma dwa Srodki symetrii O, 1 O,. Wprowadzmy uktad
wspOlrzednych prostokgtnych XOY o osi OX rownolegtej do prostej O, 0,. Poniewaz
S0,50,= T o0 wigc figura ta bylaby w tej translacji swoim obrazem, co jest niemozli-
we, gdyz obraz punktu tej figury, o maksymalnej odcietej, nie znajdzie sie w tej figurze.

12. Niech O bedzie Srodkiem symetrii rownolegtobo-

ku ABCD (ryc. 48). Obrazami punktow A i B, G
w symetrii S, sg odpowiednio: takie punkty A/’ h
iB,'bokow DCiAD,ze A B,=B A, \ O
Trojkaty A BB, i A,'DB,"' majg odpowiednio row- S
nolegte boki, a ponadto A B =A'B/. Wynika
stad, ze C,D,||A,'B,'iC,D,= A,'B,". Zatem A,' = C, N
i B,'=D,. Wobec tego O jest takze Srodkiem sy- 4 Ay
metrii rownolegtoboku A, B,C, D..
Ryc. 48.
14.
13. Rozwazmy obrot plaszczyzny wokot punktu C B
o kat 60°, czyli przeksztalcenie R 20. Ponie-
. 60° 60° .
WiéRC (B)=A,R,. (Eéo)ﬂ:D(ryc. 49), czyli P D
R. (BE)=AD,wiec R. (P)=M. Stad wy-
nika, ze trojkat CMP jest rownoboczny. i
A c E
Ryc. 49.

14.0Obro¢my plaszczyzne wokot punktu B e

o kat —60°. Niech R;’o (M) =M'" Oczywi-

Scie R;()O (A)=C (ryc. 50). Poniewaz

<AMB = 120°, wigc <CM'B = 120°. Trojkat

MM'B jest rownoboczny, stad < BM'M = 60°.

Ponadto <«CM'B +<BM'M = 180°, wigc M' 60°f
lezy na odcinku MC. Wobec tego 4 \//B
MC=MM'+ M'C=MB + MA.

15. Niech O bedzie srodkiem tego szeSciokata

(ryc. 51). Rozwazmy obrot plaszczyzny do-
okofa punktu A o kat 60°, czyli przeksztal-
cenie R:O . Widzimy, ze R:O (B)=0,
R (OC)=FE.
Punkt K jest Srodkiem przekatnej BD row-
nolegtoboku BCDO, wigc jest takze §rod-
kiem przekatnej OC. Wobec tego
R:O (K)=M, co konczy dowdd, ze trojkat
AMK jest rownoboczny.
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15.

1. Zatézmy, ze zbudowaliSmy czworokat ABCD. Przyjmijmy, ze AD >AB. Niech
B'=S,.(B). Punkt B'lezy na boku AD, oraz B'D = AD — AB.
W trojkacie B'CD znamy diugosci wszystkich bokow: B'D = AD_T AB, B'C = BC. Buduje-
my wigc najpierw trojkat B'CD, a nastepnie na polprostej DB'  konstruujemy punkt A.
Dalsza konstrukcja staje si¢ wowczas oczywista.
2. Niech O bedzie wierzchotkiem danego kata,
za§ P' =5 ,(0) (ryc. 52). Przez punkt P' pro-
wadzimy polproste réwnolegte do ramion
tego kata, przecinajace je odpowiednio
w punktach A i B. Odcinek AB jest tym,
o ktory chodzi w zadaniu.

3. Niech O bedzie wierzchotkiem danego kata,
P - srodkiem odcinka AB, P'=5,(O) (ryc.
53). Przez punkt P' prowadzimy potproste
rownolegle do ramion kata, przecinajace je
w punktach C'i D. Czworokat ACBD jest z3-
danym rownoleglobokiem.

Ryc. 53.

4. Niech [ bedzie dang prosta, zas ' = S, (/). Szukana prosta przechodzi przez punkt A
i punkt przecigcia prostej I' z danym okregiem.

5. Rozwazmy okrag S,' bedacy obrazem S, w symetrii wzgledem A. Szukana prosta
przechodzi przez punkty wspolne okregow S,'i S,.

6. Rozwazmy obroét ptaszczyzny wokot Srodka
O danego kwadratu o kat —90°, to jest prze-
ksztalcenie R, ) Mamy (ryc. 54): Dy C
R, (B)=A,R,” (CE)=BN. Niech § be- S 7
dzie punktem przecigcia prostej BN z bo- |
kiem AD. Wtedy AS = BE = BF i czworokat
CDSF jest prostokatem. Opiszmy na nim

okrag. Poniewaz odcinek CS jest jego Sred-
nicg, a kat CNS jest prosty, wiec okrag ten

przechodzi przez punkt N. Odcinek DF jest

Srednicg tego okregu, wobec tego kat DNF <
jest prosty.
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7. Obr6¢my kwadrat ABCD wokot punktu A o kat B M C
~90°. Niech M' =R, (M), K'=R, " (K). Oczy-
wiScie (ryc. 55) <BMA=<DM'A. Poniewaz
<MAK = <MAB = <M'AD, wiec <MAD = <M'AK.

Wobec tego <M'AK = <MAD = <BMA = <DM'A, K
czyli trojkat AKM 'jest rtGwnoramienny. ]
Stad AK=KM'=KD+DM' =KD+ BM. y 1\ D

.
KV
16. Ryc. 55.
9. a) na przykiad J(31; 0 b) na przyktad T[O; 1]JE—1; n
¢) na przykiad Tp, _1]J(30;0); d) na przyktad JEO;O)T[Z; a7
10.a) y=—2x—12; b)y=—%x2—2; C)x*+y’+4x+4y+4=0.

18.
6. Oznaczmy Srodki okregbw S, S, 1S, odpowiednio przez O, 0,10, (ryc. 56).

Ryc. 56.

Okregi S,1 5, sg jednoktadne wzgledem A w stosunku %, okregi S, 155, s3 jednoktadne
2

’
wzgledem B w stosunku ;2—, za$ okregi S,15, 53 jednoktadne wzgledem C w stosunku 7’
3 1

Zachodza wigc proporcje:
OA r O,B r 0.C r
(1) A102 = ;i; (2 BzO% =5 03) C301 = 7?

s
3
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Wobec tego:

OlA‘OzB.O3C:i.Q.£:1

AO, BO, CO, ~r, r; 1

Stad wynika (na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Menelaosa, zastosowa-
nego do tréjkata O, 0,0, i punktow A, B, C lezacych na przedtuzeniach bokow tego
trojkata), ze punkty A, B, C leza na jednej proste;.

. Mozna. Niech R bedzie prostokgtem, ktory mozna pokry¢ 25 kotami o promieniu dtu-
gosci 2. Poprowadzmy osie symetrii tego prostokata. Podzielg go one na cztery prosto-
katy jednoktadne do niego w stosunku > Kazdy z nich mozemy oczywiScie pokry¢ 25
kotami o promieniu 1; wystarczy bowiem przeksztatci¢ dane 25 kot o promieniu dfugo-
§ci 2 przez jednokiadno$c o stosunku 5 wzgledem odpowiedniego wierzcholka. Otrzy-
mujemy w ten sposdb 100 kot o promieniu dtugosci 1 pokrywajacych caly prostokat R.

. Spojrzmy na rycing 57 i oznacze-

3

nia na niej. Jednoktadnos¢ J , "

przeksztalca okrag S, na okrag S,
a kazda z prostych PU i VZ na sie-
bie. Zatem obrazem punktu U jest
punkt P, a obrazem punktu V
punkt Z. Odcinek PZ, bedacy ob-
razem odcinka UV, jest do niego
rownolegly: PZ||UV. rl

i

Rozwazywszy jednokfadnos¢ J
R
stwierdzamy, ze PW||UV. Wobec
tego PZ| PW, co oznacza, ze punk-
ty Z, Pi W leza na jedne;j proste;.
. Oznaczmy punkty przeciecia pro-
stych AP i PB z okregiem S, lezg-
ce blizej punktu P, odpowiednio
przez T'iU (ryc. 58). Z jednoklad-
nosci tych okregow wzgledem
punktu A wynika réwnolegtosc¢
odcinkéw O, P10, T, a z ich jed-
noktadnosci wzglegdem punktu B
— rownoleglo§¢ odcinkow O P
10,U. Zatem odcinki 0,7 10,U
sg rownolegte, wiec odcinek TU
jest Srednicg okregu S,, o ktorg Ryc. 58.
chodzi w tezie zadania.
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19.

12. Zalozmy wbrew tezie, ze przeksztalcenie P P ma punkt staly. Niech bedzie nim punkt A,

czyli P+ P(A)=A.Jesli B=P(A), to oczywiScie B # A, bo podobienstwo P, z zalozenia,
nie ma punktow statych. Niech S bedzie srodkiem odcinka AB. Jest wiec% AB=AS =SB,
skad wynika, ze P(A)P(B)=P(A)P(S)=P(S)P(B). A poniewaz P(A)=B
iP(B)=A, wigc %AB =BP(S)=AP(S), co oznacza, ze P(S) jest srodkiem odcinka

AB. Wobec tego P (S) = S. Otrzymali$my sprzeczno$¢, ktora koficzy dowodd tezy zadania.

20.

6.

8.

12,15,18, 21.

21 15; 1—52£ i Lz/g Wskazéwka: Zauwaz, 7e D c

AADE ~ AABF w skali 2 (ryc. 59).

A~TE N
F
Ryc. 59.

9. 15,20, 25.

10. Zauwazmy, ze AADC ~ A ABC, na mocy cechy KKK C
(ryc. 60). Zatem % = ﬁ—g, skad AC*= AB- AD. 7\

A
D
Q
B
Ryc. 60.

11.Z podobienstwa trojkatow AEB i DEG oraz 4 B
BEF i ADE (cecha KKK; ryc. 61) wynikaja |
odpowiednio proporcje: E
% = % oraz %— = %, a z nich réwnos$¢ F
24 = EL cayli EA*= EF  EG, D ¢ e

Ryc. 61.
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21.

2. 75.
3. 5611,4.
4. 1418.

22.

3. Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 62.

Z podobienstwa trojkatow OSD i OBC wy-
SD _ CB

nika proporqa 0S - 0B 27 niej rownos¢
R’;r = skad I;astf;pme otrzymujemy

. 1 _
réwnos¢ atT R

4. Poniewaz kat wpisany jest rowny katowi 1? 4
migdzy cigciwa i styczng w jej koficu (ryc. \
63), wiec ABPQ ~ ADPS i ABPR ~ ADPQ. \ 0
Stad otrzymujemy proporcje % = % . \ p/
g[; % a z nich réwnos$¢ % = f;—g = \
i ostatecznie rowno$é PQ*= PS - PR. A T
C S D
Ryc. 63

6. Obierzmy na przekatnej AC takie punkty
D'i B, aby odcinki BB'i DD' byly rownole-
gle do prostej [ (ryc. 64). Wowczas z podo-
bienstwa trojkatow ABB'1 AEG oraz ADD'
i AGF wynikaja odpowiednio proporcje:
AB _ AB'. AD _ AD'

AE T AG VAF T TAG"
Poniewaz boki trojkatow ABB'1 CDD' sg Ryc. 64.

parami rownolegle, a AB = CD, wigc trojka-
ty te sg przystajace i AB' = CD'. Wobec tego

AB , AD _AB', AD'_CD'+AD' _ AC
AE TAF TAG TAG AG T AG
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7.

346

Niech G bedzie rzutem prostokatnym
wierzchotka B na przekatng AC danego
rownolegloboku (ryc. 65). Z podobienstwa

trojkatow ABG i ACE wynika proporcja

% ﬁg, az Illej réwnosé:

(1) AC-AG = AE - AB.
Z podobienstwa trojkatow prostokatnych

BGC 1 ACF wynika z kolei proporcja

ﬁg gg, az nle] — rO6wnos¢

(2) AG-CG = AF - BC.

Po dodaniu réwnosci (1) i (2) stronami otrzy-
mujemy AC (AG + CG) = AE - AB+ AF - BC,
czyli AC*= AE - AB + AF - BC.

Poniewaz <EOK = <OAK (ryc. 66), wigc
trojkaty OFA 1 OAK, o wspoOlnym kacie

OKA, sa podobne. Dlatego gg gg, skad
(1) OK*=EK - AK.

Ponadto mamy rownos¢:

(2) KB*=KE - KA

z twierdzenia o potedze punktu wzgledem
okregu. Wobec tego OK’=KB®, czyli
OK = KB.

Niech D, M 1 N beda punktami przeciecia
okregu opisanego na trojkacie ABC z pro-
stymi CH i PQ (ryc. 67). Wowczas HP = PD
oraz PM = PN. Poniewaz odcinki AB i CD
przecinaja si¢ w punkcie bedacym Srod-
kiem odcinka MN, wigc na mocy twierdze-
nia o motylku wnioskujemy, ze PQ = PQ',
gdzie Q i Q' sa punktami przecigcia cigciwy
MN z bokami odpowiednio AC i BD. Wo-
bec tego HQ|DQ' Stad mamy <PHQ =
=<PDQ'=<CDB = <BAC.

Ryc. 65.

Ryc. 67.
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Tablice
( Alfabet grecki
A o alpha H n eta N v ny T 7T tau
B pB beta 6 0 theta E £ ksi Y v ypsilon
I vy gamma It iota O o omikron D @ phi
A4 8 delta K K kappa I = pi X x chi
E ¢ epsilon A A lambda Pp rho v vy psi
Z ¢ dzeta M u my X o sigma Q w omega |
Popularne liczby niewymierne
1 2
= 3,14159 /2 =~ 1,41421 /3 ~1,73205 527z0,70711
1
/5 % 2,23607 /7 = 2,64575 — = ﬁ =~ 0,57735
\ 33
4 )
Liczby pierwsze od 2 do 199
2 11 23 41 59 73 97 109 137 157 179 197
313 29 43 61 79 101 113 139 163 181 199
5 17 31 47 67 83 103 127 149 167 191
\7 19 37 53 71 89 107 131 151 173 193 )
e \ [ ~
Jednostki diugosci Jednostki masy i ciezaru
kilometr lkm=1000m=100000cm tona 1t=10q=1000kg
metr Im=10dm=100cm = 0,001 km kwintal 1q=0,1t=100kg
decymetr 1dm=10cm =100 mm = 0,1m kilogram 1kg=100dag=1000g=0,001t

milimetr

Imm=0,1cm=0,01dm=0,001m gram

centymetr lcm = 10mm = 0,1dm = 0,01l m

miligram 1mg=0,001g

AN

dekagram ldag=10g=0,01kg
1g=1000mg = 0,1dag = 0,001kg

348

ar

hektar

Jednostki pola

metr kwadratowy

kilometr kwadratowy

decymetr kwadratowy
centymetr kwadratowy
milimetr kwadratowy

1km?=1000000m?*= 100 ha
Im*=100dm?*= 10000 cm?
l1dm*=100cm?*=0,01m?*
lem?=100mm?= 0,01dm?= 0,0001 m?
Imm?*=0,01cm*=0,0001dm?
la=100m*=0,01ha
1ha=10000m*=0,01km?*=100a

metr szeScienny

decymetr szeScienny
centymetr szeScienny
litr
hektolitr
mililitr

Jednostki objetosci i pojemnoSci

Im®=1000dm*= 1000000 cm?
1dm®=1000cm*=0,001m*
lem?=1000mm®=0,001dm?
11=1000,028cm*~ 1dm’
1hl=1001 =~ 100dm?
Iml=0,0011 =~ lcm®




Tablice

stopnie
0

O 0 9N AW N =

(U —
-

—_ =
[N )

14

43
44
45

sin
0, 000
0,017
0,035
0,052
0,070

0,087
0,105
0,122
0,139
0,156

0,174
0,191
0,208
0,225
0,242

0,259
0,276
0,292
0,309
0,326

0,342
0,358
0,375
0,391
0,407
0,423
0,438
0,454
0,469
0,485

0,500
0,515
0,530
0,545
0,559

0,574
0,588
0,602
0,616
0,629

0,643
0,656
0,669
0,682
0,695
0,707

COS
1,000
1,000
0,999
0,999
0,998

0,966
0,995
0,993
0,990
0,988

0,985
0,982
0,978
0,974
0,970

0,966
0,961
0,956
0,951
0,946

0,940
0,934
0,927
0,921
0,914
0,906
0,899
0,891
0,883
0,875

0,866
0,857
0,848
0,839
0,829

0,819
0,809
0,799
0,788
0,777

0,766
0,755
0,743
0,731
0,719
0,707

Tablica funkcji trygonometrycznych

tg ctg stopnie sin
0,000 - 45 0,707
0017 57,290 46 0,719
0,035 28,636 47 0,731
0,052 19,081 48 0,743
0,070 14,301 49 0,755
0,087 11,430 50 0,766
0,105 9,514 51 0,777
0,123 8,144 52 0,788
0,141 7,115 53 0,799
0,158 6,314 54 0,809
0,176 5,671 55 0,819
0,194 5,145 56 0,829
0,213 4,705 57 0,839
0,231 4331 58 0,848
0,249 4,011 59 0,857
0,268 3,732 60 0,866
0,287 3,487 61 0,875
0,306 3,271 62 0,883
0,325 3,078 63 0,891
0,344 2,904 64 0,899
0,364 2,747 65 0,906
0,384 2,605 66 0,914
0,404 2,475 67 0,921
0,424 2,356 63 0,927
0,445 2,246 69 0,934
0,466 2,145 70 0,940
0,488 2,050 71 0,946
0,510 1,963 72 0,951
0,532 1,881 73 0,956
0,554 1,804 74 0,961
0,577 1,732 75 0,966
0,601 1,664 76 0,970
0,625 1,600 77 0,974
0,649 1,540 78 0,978
0,675 1,483 79 0,982
0,700 1,428 80 0,985
0,727 1,376 81 0,988
0,754 1,327 82 0,990
0,781 1,280 83 0,993
0,810 1,235 84 0,995
0,839 1,192 85 0,996
0,869 LIS 86 0,998
0,900 L111 87 0,999
0,933 1,072 88 0,999
0,966 1,036 89 1,000
1,000 1,000 90 1,000

3COS

0,707
0,695
0,682
0,669
0,656

0,643
0,629
0,616
0,602
0,588

0,574
0,559
0,545
0,530
0,515

0,500
0,485
0,469
0,454
0,438

0,423
0,407
0,391
0,375
0,358
0,342
0,326
0,309
0,292
0,276

0,259
0,242
0,225
0,208
0,191

0,174
0,156
0,139
0,122
0,105

0,087
0,070
0,052
0,035
0,017
0,000

tg
1,000
1,036
1,072
1,111
1,150

1,192
1,235
1,280
1,327
1,376

1,428
1,483
1,540
1,600
1,664

1,732
1,804
1,881
1,963
2,050

2,145
2,246
2,356
2,475
2,605
2,747
2,904
3,078
3,271
3,487

3,732
4,011
4,331
4,705
5,145

5671
6,314
7,115
8,144
9,514

11,430
14,301
19,081
28,636
57,290

ctg
1,000
0,966
0,933
0,900
0,869

0,839
0,810
0,781
0,754
0,727

0,700
0,675
0,649
0,625
0,601

0,577
0,554
0,532
0,510
0,488

0,466
0,445
0,424
0,404
0,384
0,364
0,344
0,325
0,306
0,287

0,268
0,249
0,231
0,213
0,194

0,176
0,158
0,141
0,123
0,105

0,087
0,070
0,052
0,035
0,017
0,000
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Indeks

B
Bézouta twierdzenie 61

C
Carnota twierdzenie 184
cechy podobienstwa trojkatow 287-289
cechy przystawania trojkatow 247-249
ciag
—arytmetyczny 117
—malejacy 118
—rosnacy 118
—staly 118
- geometryczny 129
— liczbowy 109
— liczbowy nieskonczony 109
—malejacy 114
— monotoniczny 114
—nieskonczony 109
—rosnacy 114

—rozbiezny do minus nieskonczonosci 161
- rozbiezny do plus nieskonczonosci 160

- skonczony k-wyrazowy 109
— sum czesciowych 167
- zbiezny 147

D
deltoid 246
F
figury
—jednokfadne 278
— osiowo symetryczne 245
— podobne 285
- §rodkowo symetryczne 261
funkcja
—homograficzna 103
—kwadratowa 10
— stale dodatnia 25
— stale niedodatnia 25
—stale nieujemna 25
—stale uyjemna 25
—rownowazna 85
—wymierna 85
G

granica ciggu 146

H

Herona wzor 187
hiberbola 104
Hornera schemat 61

I
iloczyn
— funkcji 87
— przeksztalcen 234-235

350

— skalarny wektorow 207

—wielomiandw stopnia dodatniego 73

iloraz
—ciggu geometrycznego 129
— funkc;ji 87

indeks wyrazéw 109

izometria 236

J
jednoktadno$¢ ptaszczyzny 271
— dodatnia 271
— odwrotna 272
— piata 271
—ujemna 272
jednomian
— podobny 50
— stopnia n 50

K
kapitalizacja odsetek 140
kat skierowany 262
— obrotu 264
— p6ipeiny 262
— prosty 262
— przeciwnie zorientowany 263
— przeciwny 263
—zerowy 262
—zgodnie zorientowany 263
koniec wektora 193
kwadrat skalarny wektora 209

M
miara wektora 201
miejsce zerowe
— funkcji 22
—wielomianu 49

N

nieréwnos¢
— algebraiczna stopnia n-tego 79
— drugiego stopnia 34
— kwadratowa 34
—wielomianowa stopnia n-tego 79
—wymierna 98

(0]

obrét plaszezyzny 264

obraz
— figury 231
— punktu 231

okres kapitalizacji 140
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